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Exercices sur le raisonnement par récurrence

Pour des inéquations : on part du rang n et on construit le rang n+1

Exercice 1A.1:

Démontrer par récurrence que pour tout entier n>6 2N > (n + 2)2

Exercice 1A.2 :
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1,ona: nl> on-1

Exercice 1A.3:
Démontrer par récurrence que la suite définie par : Ug = 5 et Uy = 4/2+un est décroissante.

Exercice 1A.4 : Soit la suite (v, ) définie par : Vo=letvneN, v, 4=Vp+2n+3

1. Etudier la monotonie de (vp )

2. Montrer par récurrence que pour tout ne N : v, > n?
Exercice 1A.5 :
On considere la suite (up ) définie par: uy =3 et vneN, u_ ;= 2+E

Montrer par récurrence que, VneN, 2<u, <3.

Exercice 1A.6:
En définissant pour tout entier ne N les suites u, =3" et v, = n3, montrer par recurrence que pour tout entier

naturel n>3, u, >Vv,.

. : e 1
Exercice 1A.7 : Soit (vq) la suite définie par : v, €[0;1] et v, ;= ,/+TV” vneN

a) Prouver par récurrence la proprieté P, :0<v, <1

b) Prouver que (V) est croissante.

. b4
c) Onpose vy =cos'¥ avec ¥ e [O;ﬂ , montrer par récurrence que vy, = cos[z—nj
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Exercice 1A.1 :

Démontrer par récurrence que pour tout entier n>6 , 2" > (n+ 2)2
Initialisation : 26 =64 et (6+2)° =64 : ok
Hérédité : supposons cette hypothése vraie & un certainrang n>6 : 2" > (n+ 2)2

>cela implique-t-il 2" > ((n+1)+ 2)2 ?
Par hypothése (en partant du rang n) :
"> (n+2)° o 2x2">2x(n+2)°
Rt o+l > 2(n2 +4n+4)

o 2™l>on2 8048

Il faut donc comparer 2n2 +8n+8 et ((n+1)+2)2
2n2+8n+8—((n+1)+2)2=2n2+8n+8—(n+3)2=2n2+8n+8—(n2+6n+9)

—2n2+8n+8-n%—6n-9=n+2n-1
Etude du discriminant : A = 22 —4><(—1) =8

—Les racines de ce polynome sont : n, = # =-1-2 et n,

- a=1 donc la parabole associée au polyndme est « orientée vers le haut »
- Sur intervalle [6;+oo[ , la différence étudiée est donc positive

_ -2 +22J§ 143

2 2
Donc 2n2+8n+8> (n+1)+2)" et < 215902 18ny8> ((n+1)+2)
>1’hérédité est vérifiée
Conclusion : Par récurrence, on peut affirmer que pour tout entier n>6 , 2" > (n + 2)2
Exercice 1A.2 :

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1, ona : n!'> on-1
Initialisation : 11=1 et 2"1-20—1 donc 11>21 : 1a propriété est initialisée

Hérédite : supposons qu’il existe un rang ne N tel que n!> on-1
~>ceci implique-t-il que (n +1)1>2" 2
Par hypothése :
n>2"1 o (n+1)><n!2(n+1)><2n_1
Il faut comparer (n+1)x2"1 et 2" :

(n+1)x2" 2 —2" = (n+1)x 2" - 2x 2" L = (n—1)x 2"

>1’hérédité est vérifiée car Vn e N* :n-=1>0.

- -7 7 - - - 7 7 7 - - 7 * —
Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vne N , n!> on-1
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Exercice 1A.3 :
Démontrer par récurrence que la suite définie par : uy=5et u,_ 4= J2+up, est décroissante.
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Initialisation : ulz\/2+u0 —J2+5=4/7 donc Uy <Uq : oK
Heredite : supposons qu’il existe unrang neN tel que u .4 <up
L 5
—>cela implique-t-il Up o SU g

Par hypothese :

< <
Uy SUn & 24U <2+Up

n+1

PN \/2+unJrl
S U ,<u

< J2+ Un car la fonction racine carrée est strictement croissante
n+l

>1’hérédité est vérifiée
Conclusion : Par récurrence, on peut affirmer que cette suite ainsi définie est décroissante.

Exercice 1A.4 : Soit lasuite (vy) définie par: vy=1et vneN, v, 4 =Vy+2n+3

1. Etudier la monotonie de (vy) :

~Vp=2n+30or neN donc v, ,—Vy>0 etlasuite (vy) est croissante.
2.

Vil
2. Montrer par récurrence que pour tout neN : v, >n
Initialisation : Vo =1 donc Vo >02 : ok

Hérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que v, > n2

~>cela implique-t-il v, >(n +1)2 ?
Par hypothése :

Vi >n? o vn+2n+3>n2+2n+3

= vn+2n+3>(n2+2n+1)+2

2 2
= vn+1>(n+1) +2>(n+1)
—2>1’hérédité est vérifiée

Conclusion : Par récurrence, on peut affirmer que pour tout neN : v, > n2

Exercice 1A.5 : On considere la suite (up) définie par: uy =3 et vneN, u_,, =2+—
Un

Montrer par récurrence que, vneN, 2<Up <3
Initialisation : uy =3 donc 2<uy <3 : la propriété est initialisee
Hérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que 2<up <3

Lo 5

—>ceci implique-t-il que 2§un+1s3 :

Par hypothése :

1.1 _1 o . _— *
25Up<3 & =>2—2>= la fonction inverse étant décroissante sur R*

2 uy 3

= 2+£22+i22+1
Un
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5 7
= 3252un+12§22

Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, YvneN, 2<Uy <3

Exercice 1A.6 :
En définissant pour tout entier neN les suites u, =3" et v, = n®, montrer par récurrence que pour tout

entier naturel n>3, u, >Vv,,.
Initialisation : pour n=3 : u, =33=27 et Vg =3% donc Us >V, : la propriété est initialisée

Hérédité : supposons qu’il existe un entier n>3 tel que u,>v, < 3"> n°

>v ., < 3™ >(n+1)’ 2

—>ceci implique-t-il que u,_,, >

Par hypothese :

3 o 3x3">3xn® « 3™ >3xnd

u,>v, < 3">n
Or: 3xn®~(n +1)3 =3n° —(n3 +3n%+3n +1) =2n®-3n?-3n-1
On peut étudier la fonction f définie sur R* par: f (x)=2x>-3x* —3x-1.

f'(x)=6x"-6x-3

>A :(—6)2 —4x6x(-3)=36+72=108 : deux racines réelles

X1_6—\/108_6—6\/§_1—\/§ ot _6+4108  6+6y3 1++3

2x6 12 2 27 2x6 12 2
a=2 donc la parabole est orientée vers le haut :
2>si X> 1+2\/§ : la fonction f est positive.

Ainsi, pour tout entier n>3 :

2n®-3n°-3n-1>0 < 3><n3—(n+1)3>0 = 3xn3>(n+1)3.
On conclue :

3" >3xn®>(n+1)° SIhérédit est vérifice.

Par récurrence, ¥n>3, 3" >n°.

Exercice 1A.7 :

. g 1
Soit (Vn) la suite définie par : v, €[0;1] et v, 4 = ‘/ +2V” VneN

a) Prouver par recurrence la propriété P, :0<v, <1

Initialisation : v, [0;1] donc la propriété est initialisée

Hérédité : supposons qu’il existe unrang neN telque: 0<v,<1
—>ceci impligue-t-il que 0$vn+lsl ?

Par hypothese : 0<vh<1l & 1<1l+v,<2

1+vy,

1
& =<
2

<1
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N

1+vp
2

<1

< <1

(@]
A

=

< Vil
. 1+vy

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence : Vi = — VneN

b) Prouver que (vy) est croissante :

Etudions la différence entre v, et v, :

2 2 1l+vy 2_—2vn2+vn+1
Vhir ~Vn = 2 ~Vn _f

Etude du numérateur : A ~12 —4><(—2) =9
_1_3 — 1 et Vn — ﬁ — _l
2><(—2) 2

2x(-2) 2
Sur I’intervalle {—%;1} , la différence étudiée est donc positive

Les racines de ce polyndme sont : Vn, =

2 2 i . ;
Donc v, .“>Vy~ soit V4 >Vq © (Vq) est croissante

N &

J

c) Onpose vy =cos'¥ avec ¥ e [O;ﬂ montrer par récurrence que vy, = cos[

e L ,1 cosY¥ /
Initialisation : O_cos‘{’ cos( jet * cos

Hérédité : supposons la propriété vraie a un certain rang n: vy, = cos(2 j

—>montrons qu’elle est vraie au rang (n+1) et que nous avons : Vi = COSE n+1J
2

¥ b g
l1+cos| 1+cos| 2x
1+Vp 2 on+1 of ¥ ¥
= = = [cos“| — | =c0s
2n+1 2n+1

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, pour tout entier ne N, Vp = COS (z—nj
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