Exercice 1B.1 :
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Exercices sur le raisonnement par récurrence

Montrer, pour tout entier naturel n, que :

1) 4" 45 est un multiple de 3
2) 7" -1 est un multiple de 6

3) 10" —(—1)n est un multiple de 11

4) Sin>1: n3+2n estun multiple de 3
5) 32N _1 estun multiple de 8
6) 10°" —1 est un multiple de 3.

7) M2 5 et divisible par 7

8) 2n+4+33n+2
9) 32n+1+2n+2

Exercice 1B.2 :

Exercice 1B.3 :

Exercice 1B.4 :

Exercice 1B.5 :

est divisible par 5.

est un multiple de 7
Prouver par récurrence que, Vhe N, n%+n+2 est un nombre pair.

Prouver par récurrence que, ¥Yne N, 4" +6n—1 est divisible par 9.

Démontrer que si I'entier (n2 —1) n'est pas divisible par 8, alors I'entier n est pair.

Montrer que, VneN, 5n3 +n est divisible par 6.
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Exercice 1B.1 : Montrer, pour tout entier naturel n, que :

1) 4" 45 estun multiple de 3
Initialisation : 42 +5=1+5=6 donc la propriété est initialisée

Héredité : supposons qu’il existe un rang neN tel que 4" 45 estun multiple de 3

—>ceci impligue-t-il que 4+l

A4 5=4x4" +5=4x(4" +5)-4x5+5=4x(4"+5)-15
Par hypothese, la premiére parenthése est un multiple de 3, de méme pour 15.
La propriété est initialisee et héréditaire : par récurrence, VneN, 4" 15 est un multiple de 3
2) 7" —1 est un multiple de 6
Initialisation : 70 ~1=1-1=0 donc la propriété est initialisée
Hérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que 7" -1=6k, keZ.
> ceci implique-t-il que 7" —1=6k", k'eZ?
En partant du rang n :
Par hypothése : 7" —1=6k < 7x(7"-1)=7x6k = 7T -7=6x7k

+5 est un multiple de 3?

e T 1-6=6x7k < 7™ 1-6x7k+6 < 7M™ _1-6x(7k+1)
En partant du rang n+1 :
7”*1—1=7><7”—1=7x7”—7+6=7><(7”—1)+6

Or par hypothese : 7" —1=6k
Donc 7ML 1756k +6=6x 7k +6x1=6x(7k +1)

(7k+1)eZ donc 7"*1 _1 est un multiple de 6.
Par hypotheése, la premiere parenthese est un multiple de 3, de méme pour 15.
La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vneN, 7" —1 est un multiple de 6

3) 10" —(—1)n est un multiple de 11

0 =1-1=0 donc la propriété est initialisée

Initialisation : 10° —-(-1)
Hérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que 10" —(—1)n =11k, keZ.

"ok, krez?

>ceci implique-t-il que 10" — (-1
En partant du rang n :

10" -(-1)" =1k & 10x|10"~(-1)" [=10x11k & 10 -10x(-1)" ~11x10k

Si n est pair : ~10x(~1)" =-10=-11+1=-11-(-1)""
Si n est impair : ~10x(~1)" =10=11-1=11(-1)"**
Sinest pair:
10" - (-1)" =11k < 1011 ()™ o11xa0k & 10M - (0™ S 11xa0k +11
Si n est impair :
10" - (-1)" =11k < 10™ 411 (-)" c11xa0k < 10M - ()™ S11xa0k 11

L’ hérédité est vérifiée.
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La propriété est initialisée et héréditaire, par récurrence, vneN :

10" —(~1)" est un multiple de 11

3

4) Si n>1: n”+2n estun multiple de 3

Initialisation : 13 +2x1=1+2=3 donc la propriété est initialisée

3

Héredité : supposons qu’il existe un rang n=>1 tel que n”+2n est un multiple de 3

—>ceci implique-t-il que (n +1)3 +2(n+1) estun multiple de 3 ?
(n+1)3+2(n+1): n3+3n2+3n+1+2n+2:(n3+2n)+3n2+3n+3
:(n3+2n)+3(n2+n+1)
Par hypothése, la premiere parenthése est un multiple de 3, de méme pour 3(n2 +n +1).

3

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, n>1, n”+2n est un multiple de 3

5) 32N _1 estun multiple de 8
Initialisation : 320 -1=3% _1-=1-1-0 donc la propriété est initialisée

Hérédité : supposons qu’il existe un rang neN tel que 32N _1 estun multiple de 8
L _ 2(n+1) _
—>ceci implique-t-il que 3 —1 est un multiple de 8?

2/ n+l
A g2 g g2, g0 g2 ><(32” —1)+32 ~1=3° ><(32” —1)+8
Par hypothése, la premiere parenthese est un multiple de 8, de méme pour 8.

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vhe N, 32" _1 estun multiple de 8

6) 10°" —1 est un multiple de 3.
Initialisation :

Pour n=0:10>%-1=1-1=0 et 0 est un multiple de 3 : I’initialisation est vérifiée.
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que 10°" —1=3k, k e Z.

> ceci implique-t-il que 104" —1=3k", k'eZ ?
Par hypothése : 10" —1=3k <> 10? ><(102” —1) =10°x3k < 10°™2_10% =300k

& 102 -1-99=300k < 10°™*-1=300k+99 < 10°"*-1=3(100k +33)

Or k eZ donc 100k +33<7Z et 10°™2 —1 est un multiple de 3.

Ou

n+1)

102" _1 1022 _1-100x10?" —1=100x102" —100+ 99 =1oo(1o2n —1)+99

Or par hypothése 102" —1 est un multiple de 3 et 99 est un multiple de 3.
Donc 102"2 —1 est un multiple de 3.
Et I’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout entier naturel n, 102" —1 est un multiple de 3.
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7) M2 5 et divisible par 7
Initialisation : 3202 _2-9_2-7 donc la propriété est initialisée
Heérédité : supposons qu’il existe un rang neN tel que 302 5 et divisible par 7

6(n+1)+2

—>ceci implique-t-il que 3 — 2 est divisible par 7 ?

6(n-L)+2
A —2=36n+2><36—2=36n+2><36—2x36+2x36—2=(36n+2—2)x36+1456

A, (36“+2 - 2)><36 1 7x208
Par hypothése, la premiere parenthese est un multiple de 7, de méme pour 1456.

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vneN, 3M+2 _ 5 et divisible par 7

8) 2MN*t4 332 oct divisible par 5.
Initialisation : 2074 +330+2 _ 24 132 _16..9- 25 donc la propriété est initialisée

Héredité : supposons qu’il existe unrang neN tel que oN+4 | 33042 oct divisible par 5.
n+1)+4 n+1+2
> ceci implique-t-il que A 437 ) — oM | 33045 ot divisible par 5 2
n+1)+4 n+1)+2
2( ) +33( ) :2n+5+33n+5 :2X2n+4+33x33n+2

4 F2 L onia, 3042, (582t

A A2y (24 +3372) 4 253342

Par hypothése, la premiere parenthese est un multiple de 5, de méme pour 25.

n 33n+2

La propriété est initialisee et héréditaire, par récurrence, vne N, oh+4 est divisible par 5

9) 32", 202 gt yn multiple de 7
Initialisation : 32X0+1 4 20+2 _ 3l 52 _ 3, 4_ 7 donc Ia propriété est initialisée

32n+1Jr 2n+2

Hérédité : supposons qu’il existe un rang neN tel que est un multiple de 7

>ceci implique-t-il que 32" 4 2"*2 est un multiple de 7 2
QAN (M2 oni3 o3 g2 g2nil 5 o0+

_32 ><(32n+1 N 2n+2)_32 M2 o o2

_ 9(32n+1 4 oN+2 ) _ 7422

Par hypothése, la premiere parenthéese est un multiple de 7, de méme pour 7x 22,
La propriété est initialisée et héréditaire :

+2n+2

Par récurrence, vneN,32M*1 est un multiple de 7

Exercice 1B.2 : Prouver par récurrence que, Vne N, n%+n+2 estun nombre pair.

Initialisation : AurangO: 02+0+2=2 et2est pair

2

Héredité : supposons la propriété vraie au rang n : n“+n-+2 est un nombre pair.
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~>montrons qu’elle est vraie au rang (n+1) et que (n +1)2 +(n+1)+2 est un nombre pair.
(n+1)2+(n+1)+2:n2+2n+1+n+1+2:n2+3n+4:n2+n+2+2n+2:(n2+n+2)+2(n+1)

La 1% parenthése est paire par hypothése, de méme pour le facteur 2 intervenant dans le 2& produit
Donc I’hérédité est vérifice.

Par récurrence, Vne N, n%+n+2 estun nombre pair.

Exercice 1B.3 : Prouver par récurrence que, Yne N, 4" +6n—1 est divisible par 9.

Initialisation : 49 +6x0—-1=0 est bien divisible par 9

Hérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que 4" +6n-1 est divisible par 9.
—~>cela implique-t-il 40+l +6(n+1)—1 est divisible par 9 ?

4™ 6(n+1)-1=4x4" +6n+5:4(4n +§n+%)=4(4” FoN-on-g+g

=4(4n +6n—1—gn+gj =4(4"+6n-1)-18n+9=4(4" +6n-1)-9(2n-1)
2 4

2 1’hérédité est vérifiée
Par récurrence, on peut affirmer que VneN, 4" +6n-1 est divisible par 9.



Exercice 1B.4 :
Démontrer que si I'entier (n2 —1) n'est pas divisible par 8, alors I'entier n est pair, n>1.
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Initialisation : 12 ~1=1-1=0 et 2° —~1=4—1=3 donc I'initialisation est vérifiée.
Hérédité pour des nombres impairs (cette hérédité n’est pas demandée mais son étude est intéressante)

> supposons qu’il existe un rang impair n>1 tel que n>-1=8k ,keN
->ceci implique-t-il que (n+2)2 -1=8k',k'eN ?

En partant du rangn + 2 :

(n+2)° —1=n? +4n+4-1=n?+4n+3=n’ —1+4n+4=n? ~1+4(n+1)
Par hypothése, n> ~1=8k , k e N et si n est impair alors (n+1) est pair donc 4(n+1) est un multiple de 8.
L’ hérédité est vérifice.
Par récurrence, pour tout entier impair n>1, I'entier (n2 —1) est divisible par 8.
Tous les entiers impairs ménent a (n2 —1) est divisible par 8.

Si on pose pour des entiers pairs :
n=2k ,keN

Ainsi: n®-1= (2k)2 _1=4xk?-1

Or keN donc 4xk? est pair et 4xk? —1 est impair et ne peut étre divisible par 8.

Exercice 1B.5 : Montrer que, VneN, 5n3 +n est divisible par 6.

Initialisation : 5x0%+0=0 donc la propriété est initialisée
Hérédité : supposons qu’il existe un rang neN tel que 5n3 +n estun multiple de 6
~>ceci implique-t-il que 5(n +1)3 +(n+1) est un multiple de 6 ?
5(n +1)3+(n+1) :5(n3+3n2 +3n+1)+n+1
5n3 +15n2 +15n+5+n+1
5n3 + n) (15n +15n+6)

5n3+n) [ (n2 +n)+2}

5n3 +n )+3[5n (n+1 +2:|

|
( nd+ )+3(5n +5n+2)
(
(

Le produit n(n+1) est pair donc 5n(n+1)+2 est pair et :
3[5n(n +1)+ 2] est un multiple de 6, de méme pour 5% +n par hypothese.

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, VneN, 5n3 4+n est un multiple de 6.



