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Exercices sur le raisonnement par récurrence
Exercice 1C.1:
On considere la suite (un) définie par : Ug = 0, ) =1 et pour tout entiern>1, U = 4up —3un_1.

n
. : -1
Démontrer que pour tout entier natureln>1,ona: uy = 3 >
, : e u
Exercice 1C.2:  Soit (U, ) une suite définie par u; =2 et u,,; = 1—”
+Up
. 2
Démontrer que pour tout neN, Uy =——-.
2n+1
: o : g L _Up
Exercice 1C.3 : Soit la suite (up ) définie par: uy =1 et vneN,u, ;= ooy
a) Calculer les premiers termes de la suite.
b) Conjecturer une expression pour le terme géneéral up,
c) Prouver cette conjecture par récurrence.
Exercice 1C.4:  Soit (uy,) une suite définie par u, =3 et pour tout neN : u_,, =2u, 1.

Démontrer que, pour tout neN, u, = 2" 41,

Exercice 1IC.5:  Soit lasuite (Sp) définie par: Vn>1: S, =1+3+5+...+(2n-1)

1. Calculer les 4 premiers termes de la suite et conjecturer une expression de (Sn) en fonction de n.
2. Démontrer cette conjecture a I’aide d’un raisonnement par récurrence.

n
Exercice 1C.6: Démontrer que : z ! n

=] p(p+1): n+1

. e 1 4
Exercice 1C.7:  Ondonne une suite définie par : u; =13 et vneN, Uy 4 Zgun +g
. . 12
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, up, =1+5—n
. . n n(n+1)(n+2)(n+3
Exercice 1C.8:  Montrer par récurrence que > p(p+1)(p+2)= (n+1)( 2 )(n+3)
p=1
Exercice 1C.9:  On considere la suite (vy) définie par: vy =2 et vneN, Vv, ., =3V +n+1
11 .5 3 n
Démontrer que VneN, Vg =—x3 ————
e vnel =y 4 2

Exercice 1C.10 :  On considére la suite (up) définie par : ug = 7 et VneN,u 4 =5,-1

Aprés avoir calculé les premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur
I’expression de (Uy, ) puis la démontrer par récurrence.
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Exercice 1C.11:  On donne une suite définie par : uy =2 et vneN, U, =Uy+2n+5.

Montrer que VneN, up =n+4n+2.

. e 1
Exercice 1C.12 :  On donne une suite définie par : Up=—2 et vneN, Uy 4 :Eun +3.
Montrer que YneN, Uy = 6—2—n.
Exercice 1C.13:  On donne une suite définie par : uy =1 et vneN, u, 4 zlun +n-2.
3
Montrer que VneN, U 25>< L +3n 21
elN, =—Xet——.
"T473" 2 4
. , * non W (n-1-p) p
Exercice 1C.14 :  Montrer par récurrence que, vneN , a ' —b :(a—b) > a b
p=0
Exercice 1C.15:  On considere la suite (up ) définie par : U, =u =let Vne N, Uy o =—3U, 1 —2Up
Démontrer que, vneN Uy =ty =1et uy= (—2)n —3(—1)n
Uy =2
Exercice 1C.16 :  On considere la suite (uy ) définie pour tout neN par: {u; =3
Uny2 =5Up;q ~6Un

Démontrer que, YneN, u, =3x2" -3"

Exercice 1C.17 :  On considére la suite (up ) définie par : W =uy=1etvn>2 uy=u _,+u, ,
Cette suite est appelée suite de FIBONACCI.

+5

1
On pose ¢ = — : Ce nombre est appelé le nombre d’or.

2

1) Vérifierque p“=¢ +1

2) En déduire alors une expression de (p3, (p4 et (p5 de la forme ag + b, avec a et b deux entiers.

3) Déduire des deux questions précédentes une expression de @ " sous la forme ap+b
4) Deémontrer alors cette conjecture avec un entier naturel quelconque n.
Aide : Calculer les premiers termes de la suite de FIBONACCI puis ouvrir les yeux...

u, =1
1
Exercice 1C.18 :  On considere la suite (un) définie pour tout neN par : Uy .
n+l 2

up” +1
; 1
Démontrer que, VneN, u, :T
n

Exercice 1C.19:  Démontrer par récurrence que, ¥ne N, cos™ (x)= cos(x + ngj



2 e
LGM { — M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
CORRIGE - Notre Dame de La Merci — Montpellier — M. Quet
Exercice 1C.1 :
On considere la suite (up) définie par : uy =0, uy =1 et pour toutentiern>1/, u. 4 =4up—3u_ ,

n pa—
Démontrer que pour tout entier natureln> 1, ona : up = 3 5 ! .
Initialisation : 31—_1 = 3-1 = 2 =1=y
2 2 2
-1 9-1 8
u, =u1+1=4u1—3u1_1=4><1—3><0=4 or 5 :7:5:4:u2
L’initialisation est vérifiée pour les deux premiers termes de rang n > 1.
n n-1__
Héredité : supposons qu’il existe un rang n>1 tel que up = s -1 etu, 4= 3 > 1
N . 3™_1
~>ceci implique-t-il que u ;= 5 ?
o -1 3 N 31 3
Par hypothese : u_ . =4up —3u,_5 =4x 5 —3x =2x3" —2-3x +§
n
x-S 2 S 2oL (guan 1) = 2(37 1) - neredite verifice
2 2 2 2 2 2

31
o

Par récurrence, pour tout entier natureln>1,ona: u, =

Exercice 1C.2 :

u 2
Soit (uy, ) une suite définie par u, =2 et u__, =—2—. Démontrer que pour tout neN, u, = ——.
(Un) par u, LT quep " oon+1
Initialisation : =2 donc Uy = : I’initialisation est vérifiée.
2x0+1 2x0+1

Heérédité : supposons qu’il existe un rang N> 0 tel que U, = a1
+

2 2
2(n+1)+1 2n+3 "
Il est plus naturel de partir du rang n+1, avec par définition de la suite :
2 2 2
u - YU _ 2n+l _ 2n4l  _2n41_ 2 204l 2
" ltu, 4, 20 2041 2 2043 2n4l 2n+3 2n+3
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

—>ceci implique-t-il que u,; =

L’ hérédité est vérifiée.
2
2n+1’

Par récurrence, pour tout entier natureln >0, ona: U, =

_ _Un
n+l gy Un

Exercice 1C.3 : Soit la suite (up) définie par: uy=1et VneN, u

a) Calculer les premiers termes de la suite :
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1
y 1 Uy 2

= — X u3= =
1+u1 2 1+u2

u2=

1
b) Il semble que up =—
n
c) Prouver cette conjecture par récurrence :
L’initialisation est déja vérifiée
s o 1
Héredité : supposons qu’il existe un rang neN tel que U, =—
n

T : 1
~celaimplique-t-il u 4 =—-77?

n+1
1 1
u n 1 n 1 . .
U g = n __n __N _=y4 = : I’hérédité est vérifiée
LR T 1+1 N+l n n+l1 n+1
n n

. . 1
Par récurrence, on peut affirmer que pour tout n, Up =—.
n

Exercice 1C .4 :
Soit (u,, ) une suite définie par u, =3 et pour tout neN : u,, =2u, 1.

Démontrer que, pour tout ne N, u, =2" +1.
Initialisation : 2% +1=2+1=3= U, : Iinitialisation est vérifice.
Hérédite : supposons qu’il existe un rang n >0 tel que u, = 241

(n+1)+1

—>ceci implique-t-il que u_,, =2 +1soit u,,, = o2 L 19

En partant du rang n :
Par hypothése : Uy =2"1+1 & 21, =2x(2"+1) & 2u,=2"%+2 & 2u,-1=2"7+2-1

— 2n+2 +1

<ou

En partant du rang n+1 :
Upyg = 2 —1=2(2"+1)-1=2"2 4 2-1=2"7 41

L’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout entier natureln>0,ona: u, = VAN

n+1

Exercice 1C.5 :
Soit la suite (Sy,) définie par : Yn>1: S, =1+3+5+..+(2n-1).
1. Calculer les 4 premiers termes de la suite et conjecturer une expression de (Sn) en fonction de n.
S1 =1; 82 =1+3=4; 83 =1+3+5=9; 84 =1+3+5+7=16
2

—>il semblerait que Yn>1: S, =n

2. Démontrer cette conjecture a l’aide d’un raisonnement par récurrence
L’initialisation vient d’étre vérifiée.
Heérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que S, = n2

“cela implique-t-il S, =(n +1)2 ?
S

1 =1+345+..+(20-1)+(2(n+1)-1) =14 3+5+...+(2n-1)+(2n+1) =n? +(2n +1)
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S =N +2n+1=(n+1)
2>1’hérédité est vérifiée
Par récurrence, on peut affirmer que pour toutn>1: S, =n
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2

n
. , 1 n
Exercice 1C.6: Demontrer que : E

p=1 p(p+1) T n+l

Initialisation : i L = !
'p:lp(p+1) 1x(1+1)

=—=——donc la propriété est initialisee
2 1+1

L i o * n 1 n
Héredité : supposons qu’il existe unrang neN tel que Z

p=1 p(p+1) T n+l

N+l 1
>ceci implique-t-il que ) 1 ___(+) _n+l ?
p=1 p(p+1) (n+1)+1 n+2

g N 1 n 1
pzzlp(pu):pzzlp(p+1)+(n+1)(n+z):n+1+(n+1)(n+z)

nil 1 n(n+2) N 1 _n(n+2)+1 _ N +2n+1
p=1 p(p+1) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
g (n+1)2 _n+l

pzzlp(p+1):(n+1)(n+z)‘ n+2

n 1 n
La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, Z =
0= p(p+1) n+1

4
Up +—

Exercice 1C.7 : On donne une suite définie par : U =13 et VvneN, U c

n+1:g

. . 12
Montrer par récurrence gque pour tout entier naturel n, Up =1+—
5

Initialisation : 1+% =1+12=13=u, donc la propriéte est initialisée
5

e o 12
Heérédité : supposons qu’il existe un rang neN tel que up :1+5—n

~>ceci implique-t-il que u 4 =1+% ?
5

Par définition, dans laquelle on va injecter I’hypothese :
1 ﬂ_l( 12) 4 1 12 4 12

Un+1=gun+5—g 1+5—n +g:g+5nj+g: +5nj

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vneN, Up, =1+5—n

n 1 2
Exercice 1C.8:  Montrer par récurrence que . p(p+1)(p+2)= n(n+ )(n: )(n+3)
p=1
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1

Initialisation : " p(p+1)(p+2)=1(1+1)(1+2)=6
p=1

et 1(1+1) (12 2)(1+3) = % =6 donc la propriété est initialisée

* n
Hérédité : on suppose que pourtout neN ,ona: > p(p+1)(p+2):n(n+1)(n:2)(n+3)
p=1

n+1l
~>ceci implique-t-il que )’ p(p+1)(p+2):(n+1)(n+2)$n+3)(n+4) )
p=1

n+1

> p(p+1)(p+2)= i p(p+1)(p+2)+(n+1)(n+2)(n+3)
p=1 p=1

_ ”(””)(”4*2)(“3)+(n+1)(n+2)(n+3)
_n(n+1)(n+2)(n+3) . 4(n+1)(n+2)(n+3)
- 4 4
_(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

- 4
La propriété est initialisee et héréditaire : par récurrence,

3 p(p+1)(p+2)= ”(”+1)(n4+2)(n+3)
p=1

Exercice 1C.9 :

On considére la suite (vy) définie par: vy=2 et vneN, v

n+1
, 11 3 n
Demontrer que vneN, Vp = =x3n 2=

4 4 2
Initialisation : 1—1><30 (3. 0 1 3 8 2=V, donc la propri€té est initialisee
4 2 4 4 4

=3vp+n+1

o yees o 11 3 n
Héredité : supposons qu’il existe unrang neN tel que v = x 3"

4 2
o . 11 ng1a 3 n+l 11 _pp1 5 n
—>ceci impligue-t-ilque v, ,=—x3 " —————="x3""T"———— 7
Pi A48 Ynig 4 2 4 4 2
vn+1:3vn+n+1:3(1—1x3n—§—Ej+n+1:1—1x3n+1—g—%+n+l
4 4 2 4
1:1_1X3n+1_9_3_“+@+i:1_1X3n+1_§_ﬂ:1_1X3n+1_§_2_ﬂ
n+l 4 4 2 2 4 4 4 2 4 4 4 2
11 ;50
V=73 T3

sz e e ae L ges - , 11 n 3 n
La propriété est initialisée et héréditaire : par recurrence, vheN, Vp = —x3

4 4 2

Exercice 1C.10 :

. . . 1
On considere la suite (up) définie par : uj = 7 vneN,u . =5up-1
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Apres avoir calculé les premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur
I’expression de (U, ) puis la démontrer par récurrence.

1 1 1 1
u1:5u0—1:5><z—1zz , Uy =5u1—1:5><z—1:2

La suite (up) semble constante.
La propriété est initialisee

e o 1
Heérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que up = 2

S : 1
—>ceci implique-t-il que U, = " ?

1 1
un+1:5LJn _1:5XZ—1:Z

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vn e N, cette suite (un) est constante.

=Up +2n+5.

Exercice 1C.11 :  On donne une suite définie par : Ug = 2 etvneN, u 4

Montrer que VneN, up =n+4n+2.
Initialisation : 02 +4x0+2=2= U : Iinitialisation est vérifice.
Héredité : supposons qu’il existe un rang n >0 tel que up = N +4n+2
~>ceci implique-t-il que u,, =(n +1)2 +4(n+1)+2= N +6n+77?

En partant du rang n :
Par hypothese : un:n2+4n+2 & un+2n+5:n2+4n+2+2n+5 = un+1:n2+6n+7

En partant du rang n+1 :
=Up +2n+5=n+4n+2+2n+5=n%++6n+7

un+1
L’hérédité est vérifiée.
Par récurrence, pour tout entier natureln >0, on a : Uy =Un+ 2n+5.

: e 1
Exercice 1C.12 :  Ondonne une suite définie par : uy =—2 et VneN, U, 4 = Eun +3.
Montrer que VneN, Up = 6—2—n.
Initialisation : 6 —2% = -2 =U, : 'initialisation est vérifiée.
Heérédité : supposons qu’il existe un rang N> 0 tel que Uy = 6—2—n
T . 8 ,
->ceci implique-t-il que u,,, =6— il
Par définition puis en injectant I’hypotheése :
1 1 8 8 8
un+1 :Eun +3:§(6—2—nj+3:3— 2n+1 +3:6_F
L’hérédité est vérifiée.
. : 8
Par récurrence, pour tout entier naturel n >0, ona: Uy = 6—2—n .
: e 1
Exercice 1C.13:  On donne une suite definie par : uy =1 et vneN, U4 =§Un +n-2.
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Montrer que VneN, U 25>< L +3n 21
€ —_———
N" 473" 2 4
Initialisation : 25 io+3><0 21 §—é=ﬂ—l=u0 : Pinitialisation est vérifiée.
2 4 4 4 4

25 1 3n 21

Héredité : supposons qu’il existe un rang n> 0 tel que up = 2 —X— 3 +? ~7

1 3(n+l) 21 25 1 3n 15

—>ceci implique-t-il que un+1:7x3n+1+ > 4 —Ixsnﬂ 5

En partant du rang n :

Par hypothese : u _éxi+3_n_2_1 o lu 1(25 1+3_”_§j
P LI T N 3" 302732 2
= 1U +n—2—§xi+3—nx1—£’ 1 n-2
: 4 gl 273 3
25 1 n7 8
= n+1 4 3n+1 Z_Z n_z
25 1 3n 15
= = +———

En partant du rang n+1 :
1 1/25 1 3n 21 25 1 n 7
—Up+n—-2== —><—+——? +n—-2="x +——~4n-2

i1 73 3 3" 2
225 1 3015
4 3n+1 2 4
L’hérédité est vérifiée.

25 1 3n 21
Par récurrence, pour tout entier naturel n >0, ona : Up = Tt
* -1 (n-1-
Exercice 1C.14:  Montrer par récurrence que, vne N, a" —b" =(a-b) 3 a" PP
p=0

11
Initialisation : (a—b) Z a7 Py

P_(a—b)xab%=a—b=al-bt
donc la proprlete est initialisée

Hérédité : supposons qu’il existe unrang ne N tel que am-p" = (a—b) Z
p=0

->ceci implique-t-il que antl _pn+l _ (a—b) Z a" PP 4
p=0

-7

& n1-p)
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bp

a™ L _pl _axal —bxb" =axa —bxa" +bxa" —bxb" = (a- b)a +b><( al bn)

Mg (a_p)aM +bx(a-b) 3 a" PP - (a- b){a Yl _H’)bp}

p=0 p=0

n-1 _ n
a1l _pn+l_ (a-b)| a npo 4 z an -1 p)bp”}:(a—b){a”xb% Za(n—p)bp}

p=1

an+1 bn+1 (a b)zan p) bp
p=0
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-7 Ve - -, . - 7 7 Ve - - 7 *
La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vne N ,

(-
a"-b" =(a-b) Z APl
, ) G (-p)p _ 010, on-2,1 0pn-1
NB : autre méthode sans la récurrence : Za =a “b"+a b +..+a’b
-1- ~ -
Ona: axZan PIpP =a"b0 +a" bl + .. +alb™?

bx 5 &P P gl g12p2 L 0p

p=0
Si on soustrait la deuxiéme ligne a la premiere, on obtient :
n-1 KN
(a-b)x ¥ a" PpP —a"—p" : CQFD
p=0

Exercice 1C.15:  On considére la suite (U, ) définie par :

u,=u =let vneN ,u ., =-3u, ,—2up
. * n n
Démontrer que, YfneN , u, =u, =1let up =(-2) -3(-1)

Initialisation : u, =1 et (—2)2 —3(—1)2 =4-3=1

Uy =—3U,—2u =-3-2=—5 et (-2)°~3(-1)° =-8+3=-5

donc la propriété est initialisee
Hérédité : supposons qu’il existe un rang ne N, n>3 tel que :

un =(-2)"=3(-1)" et u_., =(-2)"*—3(-2)™

n+1
~>ceci implique-t-il que u, :(—2)n+2 _3(_1)n+2 ?
n+1 n+1 n n
Uy =—3u —2uy = -3((-2) ~3(-1) )—2((—2) -3(-1)")
n+1 n+1 n n
Upio = —3(-2) "+3x3(-1) "-2(-2) +2x3(-1)
n+1 n n+1 n
Upio = —3(-2) T-2(-2) +3x3(-1) T+2x3(-1)
Uy = _3(_2)n+1 +(_2)n+1 _3X3(_1)n+2 N 2)(3(_1)n+2 _ _2(_2)n+1 3(_]_)n+2
n+2 n+2
Upp =(-2) " =3(-1)
La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vneN, 2<Up <3
Up = 2
Exercice 1C.16 :  On considere la suite (uy ) définie pour tout neN par: ¢u; =3
Uni2 = 5un+1 6un

Démontrer que, YheN, u, =3x2" -3",
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Initialisation : 3x29 -39 =3-1=2 =U, et 3x2l-3'=6-3=3= U
donc la propriété est initialisée
Hérédité : supposons qu’il existe un rang ne N tel que :
Up=3x2"-3"et u  , =3x o+l _gn+l

>ceci implique-t-il que u,, =3x oN+2 _3gn+2 5
Par définition puis en injectant les hypothéses :

=5u_ ., —6Up = 5(3x2”+1—3”+1)—6(3x2” -3")

=15x2" 553" 182" + 6x3"
=15x 2" 5531 _gy N+l 4 2y 3+

_ 6X2n+1_3><3n+1

=3x2M2 _3M™2 S pheredité est vérifice

Par récurrence, Vne N, up =3x2" 3",

un+2

Exercice 1C.17:  On considére la suite (up ) définie par: u; =uy =1 etvn=2, up=u_ ,+u. ,
Cette suite est appelée suite de FIBONACCI :1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

1++/5
On pose ¢ = =TS : ce nombre est appelé le nombre d’or.

2
5 [1+45) 1+25+5 6+2J5 3++6 1+

2 4 4 2 2

+1

2) p3=0x02=gx(o+1)=g%+p=p+1 +¢=20+1
0Y=0x 3= x 29 +1)=29%+ =20 +2+¢=3¢p+2
(p5=(p>< 4=(|)><(3(p+2)=3(p2+2(p=3(p+3+2(p=5(p+3
¢%=¢x ¢ =0 x (50 +3) =592+ 3¢ =5¢ +5 + 3¢ = 8¢ +5

3) (pn semble s’écrire de la forme : U, (X @+ U,

4) Démontrer alors cette conjecture avec un entier naturel quelconque n.
Initialisation : (p2 = U X @+ Uy donc : la propri€té est initialisée

Hérédité : supposons qu’il existe unrang neN, n>2 tel que ¢" = Upg X @+ U o

—>ceci implique-t-il que (p”+1 =Upx o+ U, 7

n 2

n —
M= xoM=gx (U _jxo+u ,)=u ;xe%+u ,x¢

n+l_ —
¢ TE Uy X (IO F Uy 5X@=Up g+ Up g9 U, 5% 0
n+l_ -
¢ =(Uy g Up o) X @ F Up = UnX@F Uy
La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, Vn>2,ona: ¢ N = Upg X @+ U o
U =1

y __Un .
n+1 ,Unz 1

Exercice 1C.18 :  On considére la suite (up) définie pour tout ne N" par : Un

1
Démontrer que, VneN, u, =—=
Jn
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Initialisation : 1 =l=u, donc la propriéte est initialisée

N

Héredité : supposons qu’il existe un rang ne N tel que : u, = T
n

1

—>ceci implique-t-il que u_ ., = ?
n+1 ,n_i_l
Par définition puis en injectant les hypotheéses :
1 11
nH \/un2+1 1 )2 1 1 1+n <n \n+1 Jno\n(n+1) ™ Uyt
(] oy

Jn

>1’hérédité est vérifiée

1

Par récurrence, Vne N, up = ——=.

7

Exercice 1C.19 :  Démontrer par récurrence que, Vne N, cos™ (x) = cos(x+ ng]
Lo (1) T - .
Initialisation : cos" (x)=cos x+§ =—sin(x) : ok
Hérédité : supposons qu’il existe un rang neN tel que cos” (x)= Cos(x+ ngj

(x)= cos(x+(n +1)gj ?

1
—>cela implique-t-il cos(n+ )

2
= COS[(X+ ng)+gj = cos(x+(n +1)g)

=>1’hérédité est vérifiée

Par récurrence, Vn e N* , cos(n) (x) = cos(x +n gj



