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Exercices sur le raisonnement par récurrence

L’étude de la fonction associée a la suite permet de résoudre aisément des situations compliquées

. : . o 2
Exercice 1D.1: Soit la suite (v, ) définie par : v, =5 etvnelN, Vo =Vn(2-Vn)

Montrer que (v, ) est minorée par O et majorée par 1.

Exercice 1D.2 :

. . S 9
On considere la suite (up ) définie par: uy =1 et vneN,u_, o
Montrer par récurrence que, VneN, 0<u, <3.

Exercice 1D.3 :

On considere la suite (uy ) définie par : uy =2 et ¥ne N, u_, =2n*1
n considére la suite (up ) définie par: uy =2 et VneN, un+1—m.

. 3
Montrer par réecurrence que, VheN, 2 <up<2.

Exercice 1D.4 .
On considére la suite (u,) définie sur N par: u, =2 et, pour tout entier naturel n :

Uy +2
u, +5

n+1

. . 1
Démontrer que pour tout entier naturel n>2, 0<u, < >

Exercice 1D.5 : Soit la suite (v, ) définie par: vy =13 et vneN , v, =/4v, -3

1. On admet que la fonction f: x > «/4x—3 est croissante sur son ensemble de définition E;H{ .

Tracer avec précision la courbe représentative de f (unité : 1 cm en abscisse, 3 cm en ordonnée), puis,
a I’aide de la droite y = x , placer les 4 premiers points de la suite.

2. Conjecturer le sens de variation de la suite (vn) , ainsi qu’un minorant et un majorant de cette suite.
3. Démontre les conjectures précédentes par deux récurrences distinctes.

Exercice 1D.6 : Reprendre les trois questions de 1’exercice 11 avec :

. : o 7
Soit la suite (v, ) définie par : v =g etvneN, Vi1 = V40 -3

Exercice 1D.7 :

On considere la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) =§+i .
X

1. Etudier les variations de f.
2. On considére la suite définie par Ug =5 et pour tout entier naturel n, Upq= f (un).

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, v2 <u . <up <5.
b) Que peut-on conclure ?
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Exercice 1D.1:  Soit lasuite (vy) définie par : v, =5 etvneN, Vo1 =Vn(2-Vvn)

Montrer que (vn) est minorée par 0 et majorée par 1.

Initialisation
Vo zg donc O SVO <1 : Pinitialisation est vérifiée.
Hérédité
On peut étudier la fonction f (x)=x(2-x)=2x- x2 définie et dérivable sur R*
f'(x)=2-2x=2(1-x) :ainsi f '(x)>0 si x<1
x |0 1
f(x) + 0 -
1

f

0
£(0)=0x(2-0)=0 et f(1)=1x(2-1)=1
Supposons qu’il existe un rang n tel que 0<vp <1, cela implique-t-il 0 < Vg S17?
Par hypothese :  0<v, <1
Or la fonction f est croissante sur I’intervalle [0;1] donc :
£(0)< f(vn)< (1)
Soit 0<v, 4 <1 :Iheredite est vérifiée.

Par récurrence, vneN , 0<v, <1.

Exercice 1D.2 :

9

On considere la suite (up) définie par : uy=1etvneN,u = oo

Montrer par récurrence que, VneN, 0<up <3.
Initialisation : uy =1 donc 0 <uy <3 : la propriéte est initialisée
Héredité : supposons qu’il existe unrang neN tel que O<upy <3

—>ceci implique-t-il que 0< U, <3 ?
On étudie la fonction associée f définie sur [0;3] par: f(x)= BL ;
—X
' —-9x(-1) 9
f'(x)= 2 = 2
(6—x)"  (6—x)

La dérivée est positive sur [0;3] donc la fonction f est strictement croissante sur [0;3].

Ainsi par hypothese :
O<uy<3

= 1(0)<f(uy)<f(3)



2 e
LGM{ rcl M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

3 3
= §<un+1<

La relation 0< Uyq < 3 est vérifiée et I’hérédité est vérifiée.

Par recurrence, vneN, 0<up <3.

Exercice 1D.3 :
idere 1a sui défini ) _2up+1
On considere la suite (upn) définie par : uy =2 et Vne N, u, 4 “ L

. 3
Montrer par récurrence que, VheN, > <up 2.

Initialisation : Ug=2 donc > <Ug<2: la proprieteé est initialisee
Héredité : supposons qu’il existe unrang neN tel que 3 <Up <2

—>ceci implique-t-il que g< U127

On étudie la fonction associée f définie sur R par: f (x)= 2xX +11 ;
+
) 2(X+1)—(2X+1)><1 2X+2-2x-1 1
f'(x)= 2 = 2 2
(x+1) (x+1) (x+1)

La dérivée est positive sur R* donc la fonction f est strictement croissante sur R*.
Ainsi par hypothése :

g <Up <2
3
< f > <f(up)<f(2)
8
= g < Un+l < 5
La relation g <U g < 2 est vérifiée et ’hérédité est vérifiée.
, 3
Par récurrence, VneN, > <up<2.

Exercice 1D.4 :

- : g . Up +2
On consideére la suite (u,) définie sur N par : u, =2 et, pour tout entier natureln: u_,, :”—5.
Up +

. . 1
Démontrer que pour tout entier naturel n>2, 0<u, < >

Initialisation : Pour n=2 : on doit calculer u,, u; et u, :

4., 4,14 18
Up+2 2+2 4 u+2 7t 775 7 18 7 18
Up=2, U= =o =5 et U= 4 T4 35 39 7739 139
Uy +5 245 7 w+5 4, 4,35 39 739 39
7 771 7
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0< U, < E : Pinitialisation est vérifiée.

C L g . 1
Herédité : Supposons qu’il existe un rang n>2 tel que: 0<uy, < >

—~est-ceque 0<u, < > ?
On définit la fonction f (x)= x+2 telle que f (u,)= Up +2 _ U ..
X+5 "ou,+5 ™

Cette fonction est dérivable sur [0; +oo[ et sa dérivée est
1(x+5)—(x+2)><1_ X+5-x-2 3

f'(x)= =

(x+5)° (x+5)°  (x+5)’

Cette dérivée est positive donc la fonction f est croissante sur [0;+oo[.

Pour une inéquation, on part du rang n : par hypothése :

1
O<u,<=
N=2

La fonction f est croissante sur [0;+oo[ donc :

2 ., e,
o 0< g <u. . ,<—< > >1’hérédité est vérifiée

. . 1
Par récurrence, pour tout entier naturel n>2, 0<up, < >

Exercice 1D.5 .
Soit la suite (v, ) définie par : vy =13 et vneN , v, 4 =./4v, -3

1. On admet que la fonction f: x > «/4x—3 est croissante sur son ensemble de définition E;Ho[ .

Tracer avec précision la courbe représentative de f (unité : 1 cm en abscisse, 3 cm en ordonnée),
puis, a l’aide de la droite y = X , placer les 4 premiers points de la suite.

_—
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2. Conjecturer le sens de variation de la suite (v ), ainsi qu 'un minorant et un majorant de cette suite.
Cette suite(vn)semble décroissante, elle serait donc majorée par son premier terme Vo =13 et semble

minorée par la valeur 3 qui serait un point de convergence.
3. Montrons par récurrence que vVneN, (vn) est décroissante :

Initialisation : v, = \/4v0 —3=1/4x13-3=+/49 =7 donc vy <V : la propriété est initialisée

Héréditeé : supposons qu’il existe un rang neN tel que Vi1 SVn
Lo 5
—>ceci implique-t-il que Viio SVpp
Par hypothese :
Vi1 <Vn

Or la fonction f: x > ~J4x—3 est croissante sur son ensemble de définition ‘:%;+oo|: donc :

f (vn+1)£ f(vp)
< V2 SVn+1
La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vne N, (vn) est décroissante.

Montrons par récurrence que vnelN, 3<v, <13:
Initialisation : 3< Vo <13 donc la propriéte est initialisée

Hérédite : supposons qu’il existe unrang neN tel que 3<v, <13
—>ceci implique-t-il que 3< Vi1 <13 ?
Par hypothése :

3<vy <13

Or la fonction f: X > «J4x—3 est croissante sur son ensemble de définition E;m[ donc :

F(3)<f(vy)< T (13)
= 3SVn+1S7S13

La propriéte est initialisée et héréditaire : par récurrence, vneN, 3<v, <13

Exercice 1D.6 :
Reprendre les trois questions de [’exercice 11 avec :

. . e 7
Soit la suite (v ) définie par : v =7 et vneN, Vg =4V -3

1. On admet que la fonction f: x —>4x —3 est croissante sur son ensemble de définition E;mo[ .

Tracer avec précision la courbe représentative de f , puis, a l’aide de la droite y =X, placer les 4
premiers points de la suite.
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2. Cette suite (v, ) semble croissante, elle serait donc minorée par son premier terme v, =2 et semble

majorée par la valeur 3 qui serait un point de convergence.
3. Montrons par récurrence que vneN, (V) est croissante :

Initialisation : v; = /4v0— = 4><Z—3=\/Z:2 donc vy >V, : la proprieté est initialisée

Héredité : supposons qu’il existe unrang neN tel que v, >y
Ll ’
—>ceci implique-t-il que Vinao 2V
Par hypothese :

Vi1 = Vn
Or la fonction f: x > «J4x—3 est croissante sur son ensemble de définition E;Jroo[ donc :

f (vn+1)2 f(vp)

>
< Vn+2 = Vn+1

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vhe N, (vn) est croissante.
. 7
Montrons par récurrence que ¥neN, 7 <V, £3:
Initialisation : 1 <Vp < 3 donc la propriété est initialisée
Héredité : supposons qu’il existe un rang neN tel que 7 <V <3

—>ceci implique-t-il que %Sv <37?

n+1
Par hypothése :

7
—<v,<3
il

) ] T 3
Or la fonction f: x > ~J4x—3 est croissante sur son ensemble de définition [Z;m{ donc :
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f(zjgf(vn)sf(B) o 25y, <3

La propriété est initialisée et héréditaire : par récurrence, vneN, " <V, <3

Exercice 1D.7 :

On considere la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x)= g+§ :

1. Etudier les variations de f.
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La fonction f est dérivable sur ]0;+oo[ en tant qu’expression et inverse de fonction polyndmiale.

el Lo 2 (xeZ)(x)
2 x* 2 2x? %2 :
(x+ﬁ

Pour tout x € ]0;+odf, >0 et x=/2>0 & x>+2

22

Donc si XEJ 2; +oo[ '(x

si XE]O \/_[ '(x)

2. On considere la suite définie par Ug = 5 et pour tout entier naturel n, Upig = f (un).
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, J2< Uy SUp 5.

u
Initialisation : u1:f<u0):_0+i:§+lzé+£:£
2 uy 2 5 10 10 10

Donc /2 <uy <uy <5 : Pinitialisation est vérifice.
Hérédite : supposons qu’il existe un rang neN tel que J2< Uyq SUn <5

—>ceci implique-t-il que J2<u < u <57

n+2

Par hypothése : ~ 2<u_, <up<5.

Or la fonction f est strictement croissante sur
f (\/5) <t (un+1) < f(un)<
J2

S —+

2 2

& 2L

L1

\/§,+oo[ , donc :
f(5)

<u

+

1
n+2 = un+1 g

27 ., g,
N2 S un 1 < E —>1’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, vneN, +/2 < Uy SUn <5
b) Que peut-on conclure ?

) >0 et la fonction f est strictement croissante sur ]\/f; + oo[ ,

<0 et la fonction f est strictement décroissante sur JO \/_ [

La suite est décroissante et minorée : elle converge vers une valeur comprise dans [\/5;5] .



