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Exercices sur le raisonnement par récurrence

1 1 1

Exercice 1E.1 : Calculer + + + +
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

Exercice 1E.2 : Calculer 1—1+i—1+i—i .
2 4 8 16 32
Exercice 1E.3:
Pour tout neN", on note
4 4
S, = +..+ .
1(1+1)(1+ 2) 2(2 +1)(2+2) n(n+1)(n+2)
N n(n+3)
Pour tout ne N , montrer que S, = —————.
(n+1)(n+2)
Exercice 1E.4 : Démontrer par récurrence que, Vne N
1 1 1 1 1
n= + + +..+ =1-
1x2 2x3 3x4 nx(n+1) n+1

Exercice 1E.5:
Pour tout n eN* on note :

C, Z ><k2 l)><12 +1x 2% —1x3? +...+(—l)n x n°
et Sn:Zk:1+2+...+n.

Pour tout ne N”, montrer que C,= (—1)n xS .

Exercice 1E.6 :

Pour tout ne N”, montrer que S,, = kxkl=(n+1)-1.

k=1

Exercice 1E.6 :

u =1
LasuiteuestdéfiniepourtoutneN* par : 1 .
Uy =Up+——=
n(n+1)
_1
n(n+1) n n+l

1) Enremarquant que , trouver une formule explicite de u.

2) Démontrer cette formule par récurrence.
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Exercice 1E.1 :

1 1 1 1
Calculer + + + +...
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

On définit la suite numérique (uy ), Par:

1 1
ulz—:—’
1+2 3
1 1 11 2 1 3
1+2 1+2+3 3 6 6 6 6
1 1 1 1 1 5 1 6
Uy = + + =4 —=—t—=—,
1+2 1+2+3 1+2+3+4 2 10 10 10 10
1 1 1 1 31 9 1 10
U, = + + + =t —=—t—=—
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5 5 15 15 15 15
n(n+1
Or: 1+2+3+4+5+...+n=(T)
Donc il semblerait que :
n(n+1)
yoo_ lr2+.4n 2 _n(n+y) 2 o
" 1+2+.4+n+(n+1) (n+1)(n+2) 2 (n+1)(n+2) n+2
2
Vérifions-le :
1 1
ulz—:—
3 1+2
3 1 2 2
u2:—:—:—:—
6 2 4 2+2
6 3 3
U3—_=—=_
10 5 3+2
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, = LZ
n+

L 1 1 . e,
Initialisation : u, = 5 = ﬁ : ’initialisation est vérifiée

Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, = ——

n+2
n+1
—>est-ce que Upyy =3 ?
Par hypothese : u, -
n+2
1 1 1 1 1
Uy = + + + ot
142 14243 1+2+3+4 1+2+3+4+5 1+2+3+4+5+...+(n+1)+(n+2)

1 n 2

u”*1:un+1+2+3+4+5+...+(n+1)+(n+2) B n+2+(n+2)(n+3)

_n(n+3) 2 ~ n?43n+2  (n+))(n+2) n+l

- (n+2)(n+3)+(n+2)(n+3) - (n+2)(n+3) B (n+2)(n+3) " n+3

L’ hérédité est vérifiée.
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, . n
Par récurrence, pour tout entier naturel n, (u ) est de la forme : u, =——.
N/neN " n+2
. n . n ) 1
Ainsi Iim u, = Iim ——= Iim ———== lim —==1.
N4 N Nt 42 oo 2\ no+o, 2
nj1+= 1+-—
n n
1 1 1 1
Donc : + + + +..=1

1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

Exercice 1E.2 :
1 11 1 1

Calculer 1-=—+=—-=+———...
2 4 8 16 32

111 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
I B eI B Rl B Bl B o el P e I R
2 4 8 16 32 2 4 8 16 32 2 8 32 2 20 2

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 3 et de raison >z =

1
7

n n
RO
N 111 1 1 .1 4 .1 4 1 4 2
Ainsi : 1-—+=——=+———...= |lim =x——~—= |im =x =—X—==—
24 816 327 w20 1 2" 3 273 3
4 4
Exercice 1E.3:
* 4
Pour tout , te: S :
ourtout nelN', onnote - Sy = (1+1)(1+2) 2(2+0)(2+2) " n(n+1)(n+2)
Pour tout neN”, montrer que S, = n(n+3)
(n+1)(n+2)
Initialisation : Pour n=1: S, = u - 4.2
1(1+1)(1+2) 2x3 3
1
i=£=g=81:ok
(1+1)(1+2) 6 3
g o . x n(n+3)
Herédité : supposons qu’il existe un entier naturel ne N tel que S, = —————F—
(n+1)(n+2)

(n+1)((n+1)+3)  (n+1)(n+4)  n2+5n+4

>celaimplique-t-il que 0 T (i) D)(neD)+2) (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)
Par définition :
S .= 4 + 4 +..+ 4 + 4
"1+ (1+2) 2(2+1)(2+2) n(n+1)(n+2) (n+1)((n+1)+1)((n+1)+2)
4 _n(n+3) 4

=5 +(n+1)(n+2)(n+3) B (n+1)(n+2)+(n+1)(n+2)(n+3)

1 {n(n+3)2+4]

1 4 B
(n+1)(n+2){n(n+3)+(n+3)}_(n+1)(n+2) n+3
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1 n(n®+6n+9)+4| 13, 6n”1on+4
(n+1)(n 2) n+3 (n+1)(n+2)(n+3)

(n+1)(n*+5n+4 2
)( ) n°a5n+4 _ (NHD(NH4) it est vérifice.
(n+1)(n 2)(n+3) (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)

- —1 est solution évidente

. : x n(n+3)
Par récurrence, pour tout entier neN , S = ————.
(n+1)(n+2)
Exercice 1E.4 :
Démontrer par récurrence que, vneN : S, = L + L + L +.ot ! =1- !
1x2 2x3 3x4 nx(n+1) n+1
Initialisation : Slzizlzl—lzl—i - ok
1x2 2 2 1+1
Heérédité : supposons qu’il existe unrang neN tel que S ! + ! +..+ ! 1 !
. (S = =1l—
pposonsd s "T1x2 2x3 " nx(n+l) - n+l
—>cela implique-t-il S, = L S S 1 _p- 2 ?

1x2 2x3 nx(n+1) (n+1)x(n+2) n+2

Ona:
1 1 1 1

S .=
n+l l><2+2><3+ +n><(n+1)+(n+1)><(n+2)

Or par hypothése : S, _1—i donc
n+1

L 1

n+l n+l (n+1)x(n+2)

o+l 1 1
n+1 n+l (n+1)(n+2)
n 1

"+l (n+1)(n+2)

_ n(n+2) . 1
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
n?+2n+1

~(n+1)(n+2)

(0’
(n+1)(n+2)
n+1

n+2
B n+2-1
n+2

ot

S

>1’hérédité est vérifiée
1 1 1 1 1 1

Par récurrence, Vne N, S, = + + +.o+ =1-
1x2 2x3 3x4 n><(n+1) n+1
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Exercice 1E.5 :
Pour tout ne N* on note :

Cn Z ) xk? = (~1)x1% +1x 2% —1x 3% +...+(-1)" xn?
et Sn=2k=1+2+...+n.
k=1
Pour tout ne N”, montrer que C,, =(-1)" xS,
Initialisation : Pour n=1: C, _Z ) xk?=(-1)'x12=-1 et S = Zl:k =1
k=1
> C = (—1) xS, : Pinitialisation est vérifiée
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel ne N tel que C,= (—1)n xS,

->cela implique-t-il que Cn+1:(—1)n+l><8 ?

n+1
Par définition :

n+1

Coi = (1) xk? = (-1)x22 +1x 22 ~1x3% 4.+ (<1)" xn? +(=1)" x (n+1)°
= Cp+(—1)"x(n+1)? =(<1)" xS, +(<1)" x(n+1)’
= (1) x(<2)x 8y + (<) (n+2)° = (<) =8, + (n+1) |
or Sn=n(n+1)
2

n(n+1)

Donc: C,, = (—1)n+1 [—

+(n+1)2}=(—1)n+1(n+1)[_7n+(n+1)}

_ (—1)n+1(n +1)[—n +§n + 2} _ (_1)n+1(n+1)xn_w£2 _ (—l)n+1 S,

—>1’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout entier neN", C, =(-1)" xS, .

Exercice 1E.6 :

Pour tout ne N, montrer que S, = > kxk!=(n+1)-1.

k=1

1
Initialisation : Pour n=1: S, => kxk!=1x1l=1 et (1+1)-1=2-1=1=S,

k=1

—1’initialisation est vérifiée
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel ne N tel que S, =(n+1)-1
cela implique-t-il que S, =((n+1)+1)-1=(n+2)-1?

Par définition :

n+l

n+1_Zka'_Zka'+ (n+1)x(n+1)!=S, +(n+1)x(n+1)!

En injectant I’hypothése de I’hérédité :
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S, =(n+1)-1+(n+1)x(n+1)=(n +1)![1+(n +1)]—1= (n+1)x(n+2)-1=(n+2)-1

—>1’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout entier neN', S, = kxk!=(n+1)-1.
k=1

Exercice 1E.7 :

u, =1
1
La suite u est définie pour tout ne N par : 1 .
Uy =Up+——=
n(n+1)
1 1 1 -
1) En remarquant que =———— trouver une formule explicite de u.
n(n+1) n n+1
u =1
Ainsi : 1 1
Upyg =Up +———=

On obtient :

1 1 1 1 1 1
=U,_,+ - + i ) [ ——
n-2 n-1 n-1 n n n+l1
11 11 1 1 1 1
=U+| === |+ z—Z |t | = ||
1 2 2 3 n-1 n n n+l

2) Démontrer cette formule par récurrence.
e e 1
Initialisation : Pour n=1 : 2_1:1=u1
—D’initialisation est vérifiée.

(g s o . * 1
Heérédite : supposons qu’il existe un entier naturel ne N tel que u, =2——
n

—>cela implique-t-il que u,,; = 2—ni+1 ?

Par définition puis en injectant I’hypothése de 1’hérédité :
TINPREITIFE S S S S S S
N n n n+l n+1

2>1’hérédité est vérifiée

] . * 1
Par récurrence, pour tout entier neN , u, =2—-—.
n



