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Exercices sur le raisonnement par récurrence  
 

Exercice 1E.1 : Calculer 
1 1 1 1

...
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

   
         

 

 

Exercice 1E.2 : Calculer 
1 1 1 1 1

1 ...
2 4 8 16 32

      

 

Exercice 1E.3 :  

Pour tout *n , on note : 

 
          

4 4 4
...

1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2
nS

n n n
   

     
. 

Pour tout *n , montrer que 
 

  

3

1 2
n

n n
S

n n




 
. 

 

Exercice 1E.4 : Démontrer par récurrence que, 
*n   :  

   
 

1 1 1 1 1
... 1

1 2 2 3 3 4 1 1
nS

n n n
      

     
 

 

Exercice 1E.5 :  

Pour tout *n , on note :  

      
1

2 2 2 2 21 1 1 1 2 1 3 ... 1
n

k

k n

nC k n


               

et 
1

1 2 ...
n

k

nS k n


     . 

Pour tout *n , montrer que  1
n

n nC S   . 

 

Exercice 1E.6 :  

Pour tout *n , montrer que  
1

! 1 ! 1
n

k

nS k k n


     . 

 

Exercice 1E.6 :  

La suite u est définie pour tout *n  par : 

 

1

1

1

1

1
nn

u

u u
n n





  

. 

1) En remarquant que 
 

1 1 1

1 1n n n n
 

 
, trouver une formule explicite de u. 

2) Démontrer cette formule par récurrence. 
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CORRIGE – Notre Dame de La Merci – Montpellier – M. Quet  

Exercice 1E.1 : 

Calculer 
1 1 1 1

...
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

   
         

 

On définit la suite numérique  n n
u


 par :  

 1

1 1

1 2 3
u  


  ,   

 2

1 1 1 1 2 1 3

1 2 1 2 3 3 6 6 6 6
u       

  
 , 

 3

1 1 1 1 1 5 1 6

1 2 1 2 3 1 2 3 4 2 10 10 10 10
u        

     
 , 

 4

1 1 1 1 3 1 9 1 10

1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5 5 15 15 15 15
u         

         
  

Or : 
 1

1 2 3 4 5 ...
2

n n
n


        

Donc il semblerait que : 

 
 

 

  
 

  

1
11 2 ... 22

1 21 2 ... 1 2 1 2 2

2

n

n n
n nn n

u
n nn n n n n


  

    
        

 

Vérifions-le : 

 1

1 1

3 1 2
u  


 

 2

3 1 2 2

6 2 4 2 2
u    


 

 3

6 3 3

10 5 3 2
u   


 

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 
2

n

n
u

n



. 

Initialisation : 1

1 1

3 1 2
u  


 : l’initialisation est vérifiée 

Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que 
2

n

n
u

n



  

  est-ce que 1

1

3n

n
u

n





 ? 

Par hypothèse : 
2

n

n
u

n



 

  
   1

1 1 1 1 1
...

1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 ... 1 2nu
n n      

                  
 

  
      1

1 2

1 2 3 4 5 ... 1 2 2 2 3
nn

n
u u

n n n n n    
           

 

   
 

        

  

  

23 1 22 3 2 1

2 3 2 3 2 3 2 3 3

n n n nn n n

n n n n n n n n n

    
    

        
 

L’hérédité est vérifiée. 
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Par récurrence, pour tout entier naturel n,  n n
u


 est de la forme : 

2
n

n
u

n



. 

Ainsi 
1

lim lim lim lim 1
222

11
nn n n n

n n
u

n
n

nn

   
   

  
 

 

. 

Donc :  
1 1 1 1

... 1
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

    
         

 

 

Exercice 1E.2 :  

Calculer 
1 1 1 1 1

1 ...
2 4 8 16 32

      

 
51 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ... ... ...

2 4 8 16 32 2 4 8 16 32 2 8 32 22 2

     
                     

     
 

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 
1

2
 et de raison 

2

1 1

42
 . 

Ainsi : 

1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 4 24 4
1 ... lim lim

1 32 4 8 16 32 2 2 2 3 3
1

4 4

n n

n n 

   
    
              



 

 

Exercice 1E.3 :  

Pour tout *n , on note :  
          

4 4 4
...

1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2
nS

n n n
   

     
. 

Pour tout *n , montrer que 
 

  

3

1 2
n

n n
S

n n




 
. 

Initialisation : Pour 1n   :  
   1

4 4 2

1 1 1 1 2 2 3 3
S   

  
 

   
 

   1

1 1 3 4 2

1 1 1 2 6 3
S


  

 
 : ok 

Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel *n  tel que 
 

  

3

1 2
n

n n
S

n n




 
 

 cela implique-t-il que 
    

     
  

     

2

1

1 1 3 1 4 5 4

2 3 2 31 1 1 2
n

n n n n n n
S

n n n nn n


      
  

      
 ? 

Par définition : 

 
                1

4 4 4 4
...

1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 1 1 1 2
nS

n n n n n n
     

          
 

   
   

 

      

34 4

1 2 3 1 2 1 2 3
n

n n
S

n n n n n n n n


   

       
 

   
  

 
    

 
2

3 41 4 1
3

1 2 3 1 2 3

n n
n n

n n n n n n
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2 3 26 9 41 6 9 4

1 2 3 1 2 3

n n n n n n

n n n n n n

      
  

      
 

    1  est solution évidente 

   
  
      

  

  

2 21 5 4 1 45 4

1 2 3 2 3 2 3

n n n n nn n

n n n n n n n

     
  

      
   l’hérédité est vérifiée. 

Par récurrence, pour tout entier *n , 
 

  

3

1 2
n

n n
S

n n




 
. 

 

Exercice 1E.4 :  

Démontrer par récurrence que, 
*n   :  

 
1 1 1 1 1

... 1
1 2 2 3 3 4 1 1

nS
n n n

      
     

 

 Initialisation : 1

1 1 1 1
1 1

1 2 2 2 1 1
S      

 
 : ok   

 Hérédité : supposons qu’il existe un rang  n  tel que  
 

1 1 1 1
... 1

1 2 2 3 1 1
nS

n n n
     

    
 

  cela implique-t-il  
     1

1 1 1 1 1
... 1

1 2 2 3 1 1 2 2nS
n n n n n       

       
 ? 

 On a : 

   
     1

1 1 1 1
...

1 2 2 3 1 1 2nS
n n n n     

      
 

 Or par hypothèse : 
1

1
1

nS
n

 


, donc 

   
   1

1 1
1

1 1 2nS
n n n   
   

 

    
   

1 1 1

1 1 1 2

n

n n n n


  

   
 

    
   

1

1 1 2

n

n n n
 

  
 

    
 

     

2 1

1 2 1 2

n n

n n n n


 

   
 

    
   

2 2 1

1 2

n n

n n

 


 
 

    
 

   

2
1

1 2

n

n n




 
 

    
1

2

n

n





 

    
2 1

2

n

n

 



 

    
1

1
2n

 


 

  l’hérédité est vérifiée 

 Par récurrence, 
*n  , 

 
1 1 1 1 1

... 1
1 2 2 3 3 4 1 1

nS
n n n
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Exercice 1E.5 :  

Pour tout *n , on note :  

      
1

2 2 2 2 21 1 1 1 2 1 3 ... 1
n

k

k n

nC k n


               

et 
1

1 2 ...
n

k

nS k n


     . 

Pour tout *n , montrer que  1
n

n nC S   . 

Initialisation : Pour 1n   :     
1

1

12 2
1 1 1 1 1

k

k
C k



           et   
1

1
1 1

k

S k


   

    
1

1 11C S    : l’initialisation est vérifiée 

Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel *n  tel que  1
n

n nC S    

 cela implique-t-il que  
1

1 11
n

n nC S


     ? 

Par définition : 

          
1

1

1 22 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 1 3 ... 1 1 1

n

k

k n n

nC k n n






                    

            
1 2 1 2

1 1 1 1 1
n n n

n nC n S n
 

             

              
1 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1
n n n

n nS n S n
                 

 
 

Or : 
 1

2
n

n n
S


   

Donc :  
 

       
1 2 1

1

1
1 1 1 1 1

2 2

n n

n

n n n
C n n n

 



   
            

  
 

            
1 1 1

1

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2

n n n

n

n n n
n n S

  



    
         

 
  

 l’hérédité est vérifiée. 

Par récurrence, pour tout entier *n ,  1
n

n nC S   . 

 

Exercice 1E.6 :  

Pour tout *n , montrer que  
1

! 1 ! 1
n

k

nS k k n


     . 

Initialisation : Pour 1n   :  
1

1
1 ! 1 1! 1

k

S k k


        et     11 1 ! 1 2 1 1 S       

  l’initialisation est vérifiée 

Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel *n  tel que  1 ! 1nS n    

 cela implique-t-il que     1 1 1 ! 1 2 ! 1nS n n         ? 

Par définition : 

        
1

1 1
1 ! ! 1 1 ! 1 1 !

n n

k k

nnS k k k k n n S n n


 
                

En injectant l’hypothèse de l’hérédité : 



   M. Quet – pas d’utilisation commerciale svp 

                1 1 ! 1 1 1 ! 1 ! 1 1 1 1 ! 2 1 2 ! 1nS n n n n n n n n                        

 l’hérédité est vérifiée. 

Par récurrence, pour tout entier *n ,  
1

! 1 ! 1
n

k

nS k k n


     . 

  

Exercice 1E.7 :  

La suite u est définie pour tout *n  par : 

 

1

1

1

1

1
nn

u

u u
n n





  

. 

1) En remarquant que 
 

1 1 1

1 1n n n n
 

 
, trouver une formule explicite de u. 

Ainsi : 
1

1

1

1 1

1
nn

u

u u
n n





  


. 

On obtient : 

  1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
nn nu u u

n n n n n n 

     
            

       
 

   2

1 1 1 1 1 1

2 1 1 1nu
n n n n n n

     
           

        
 

   1

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 2 2 3 1 1
u

n n n n

       
                

        
 

   1

1 1 1
1 1 1 2

1 1 1
u

n n n
       

  
 

Ainsi, il semble que pour tout *n , 
1

2nu
n

   

2) Démontrer cette formule par récurrence. 

Initialisation : Pour 1n   :  1

1
2 1

1
u       

 l’initialisation est vérifiée. 

Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel *n  tel que 
1

2nu
n

   

 cela implique-t-il que 1

1
2

1nu
n  


 ? 

 Par définition puis en injectant l’hypothèse de l’hérédité : 

 1

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1 1
nnu u

n n n n n n         
  

 

 l’hérédité est vérifiée 

 Par récurrence, pour tout entier *n , 
1

2nu
n

  . 

 

 

 


