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Fractions continues géneralisées : Exercices sur les sommes infinies (certaines sont de Ramanujan)

Exercice 1 : Montrer que 1+1+1+1+...=2.
2 4 8
Exercice 2 : Montrer que \/1+ 2\/1+ 3\/1+ 4\1+5y1+... =3. (Ramanujan)
Exercice 3 : Calculer \/1+ \/1+ \/1+ V1++/1+... . (Ramanujan)
. 2 .
Exercice 4 : Calculer > . (Ramanujan)
33— =
2
3= 2
3-—
3-.
. 1 :
Exercice 5 : Montrer que 2+ 1 =48. (Ramanujan)
1+
1
4+ 1
1+
4+
Exercice 6 : Calculer 104/104/10 104/...
Exercice 7 : Calculer 3 5\/3 5(... =
Exercice 8 : Calculer 10810108108, =
Exercice 9 : Calculer 108103104103, =
Exercice 10 : Justifier que : \/1+\/l+ \/1+ V1+l+.. =@ (formule connue des Grecs)
Exercice 11 : Calculer \/2+\/2+\/2+ \2++2+... . (variante)
Exercice 12 : Calculer \/3+\/3+\/3+\/3+\/3+... :
Exercice 13 :
Démontrer cette formule connue des Grecs : ® =1+ 11 = L+5
1+ 2
1+ !
1
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Exercice 14 : Justifier que lim 1—£+l—...+(—1)n xlz In2
n—+o00 2 3 n
1 n
Exercice 15 : Justifier que lim (1+—j =€
N—+o0 n
Exercice 16 : Justifier que lim 1+= ! +1+£—...+1:e
n—>+eo 11 21 3l n!
2 3 n 400 |
Exercice 17 : Justifier que lim Texia s X X o Y L e
n—+o0 21 3l n! = il
Exercice 18 : Justifier que lim ! + ! + ! ...+izln2
n—>+ton+l n+2 n+3 2n
Exercice 19 :

1) Justifier que la somme \/1+\/2+\/3+\/4+\/5+... existe.

2) Déterminer cette somme a 1’aide d’un programme python.

Exercice 20 :

N2
Etudier la suite S, = Y ——
n |<Z:1n3+k2
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Exercice 1 : Montrer que 1+§+%+§+... =2 . (somme des termes d’une suite géométrique)
On définit la suite numérique (uy, ). par:
1 2 1 3 4-1 221
2 2 2 2 2
1131 6 1 7 8-1 2°-1
Uy=l+_-+—=—+—=—F—=—=—=—3
2 4 2 4 4 4 4 4 2
1 11 7 1 14 1 15 16-1 2%-1
Uy=lt+_—F—t-=—t—=—t—=—=———=—
2 4 8 48 8 8 8 8 2
n+1_1
On peut alors supposer que la suite (un)neN est de la forme : u, = S
Démonstration par récurrence :
T A n i R | e e
Initialisation : 20 =T=1=u0 : I’initialisation est vérifiée
n+1_l
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, = on
2n+2 _1
—>est-ce que U4 =i
n+1_1
Par hypothese : u, = on
1 oomiog 1 (™12 g gm2ip 0 w2y
Donc un+1:un+2n+1: on +2n+1: on o +2n+1: on+l +2n+1: on+l
L’hérédité est vérifiée.
n+1_l
Par récurrence, pour tout entier naturel n, (uy ), estde laforme : u, = S
n+l n+1
Or lim u, = lim 2 1 lim 2_n_in: lim 2—%:2.
N—>+00 n—+oo 2 n—>+o 2 2 N—+o0 2

Ainsi : 1+1+£+l+...:2
2 4

La Mici
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Exercice 2 : Montrer que \/1+ 2\/1+ 3\/1+ 4\/1+5T = 3. (Démonstration de Ramanujan)
3= 0 = V148 = V15 254 = 1+ 2x 16 = L+ 2x V£ 15 = A1+ 2x L1 x5 = |1+ 2x 1+ 3x /25
Lt 2L+ 3Lt 28 =L+ 2x 41+ 3x L1 4x6 =\/1+2><\/1+3x\/1+4><\/%
1 251+ Bx e A Ve 35 = Y1+ 2 YL+ Bx it dx e T
=\/1+2><\/1+3><\/1+4xm=\/1+2><\/1+3><\/1+4><\/]m

=\/1+2><\/l+3><\/1+4><\/1+5><\/1+6><8 S




s M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Mais cette méthode n’est pas parfaite : recommengons le méme principe en partant du nombre 4 :

42«/1_6:\/1+15: 1+2x%:\/1+2>< ’%:\/1+2>< ’1+%1:\/1+2x ,1+3><21i21:\/1+2>< 1+3x %ﬁl

Et en raisonnant a I’infini cette fagon de raisonner, on retrouve la somme précédente qui vaut 3
Or 4 n’est pas égal a 3.

Exercice 3 :

Calculer \/1+\/1+ 1++/1++/1+... . (Ramanujan)

On définit la suite numérique (uy, ). par:
Up=~1=1,
b = Tty =NTI=2
) :m:m ’

Et pour tout entier naturel n :

Uy =1+ Up

La somme cherchee est lim u,.
N—+00

Etude de la suite (uy),_ :
1) Montrer que la suite (uy),  est croissante :
Lasuite (U )., estpositive.
Ungg —Un = yL+U, —Uy
Soit la fonction f définie sur R par : f(x)=\/1+_x—x . f est dérivable sur ]—1;+oo[ :
frx)e—t g1 C21ex _1-21+x
2V1+x  241+x 241+x  241+x

Le dénominateur est strictement positif, il faut étudier le signe du numérateur, en utilisant la
croissance de la fonction racine carrée :

1-2J1+x>0 < 1>2J1+Xx < %>\/1+x = %>1+x = %—1>X = —%>X

Donc si x > 7 la dérivée est négative et la fonction f est décroissante sur 1’intervalle [O;+oo[ qui

nous intéresse.
Or:

f(1,618)=0.
Donc si u, >1,618 : u,,, —U, <0 et lasuite (u, ) estdécroissante.
Donc si u, <1,618 : U, —U, >0 etlasuite (u, ), estcroissante.

Les premiers termes calculés indiquent que la suite est croissante jusqu’a sa valeur limite environ
égale a 1,618.

2) Montrer que la suite (uy ), est majorée :

Cette somme de nombre et quantité positive \/1+ \/1+ \/1+ J1++/1+... estelle-méme positive :

Pourtout n>2, u, >0.
Soit M un majorant quelcongue et un entier n :
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u,>M < \/1+\/1+\/1+«/1+\/1_+--- >M

=

1+\/1+ »\/1+ \/1+ J1_+ >M?

<~

=

f—

\/1+\/1+\/1+\/1_+... >M2-1
T+ 1+ V1+/17.. >(M? —1)2

Cette condition ne peut étre vérifiee, la suite est majorée.
3) Toute suite croissante majorée converge vers une limite L vérifiant :
limu,=limu ,=L

N—>-+o0 N—+o0

Oru,,=.1+u, donc L=1+L < L®=1+L < L?-L-1=0.

A =5 et les solutions sont

5

1—2\/5 ot L

2

En retenant la solution positive, on conserve le nombre d’or :

1+

Jg .

2

Et pour tout entier naturel n :

Exercice 4 : Calculer > . (Ramanujan)
3= 2
3- 2
3— =
3-...
On définit la suite numérique (uy ), Par:
' 2 2°-2
073 221"
2 2 2 2 3 6 22-2
U = = = =g =2xo=o= g,
3-uy 5.2 9.2 71 77 2°-1
3 33 3
Lo 2 2 _ 2 2 _, 7 14 202
2 3-u , 6 21 6 15 "T15 15 2*_1’
77 1 7
2 2 2 2 15 30 2°-2
Uz = = = =31 T B 1
3-u, 5 14 45 14 31 31 31 2°-1
15 15 15 15
o2 2 2 _2_ 31_62_2°-2
*3-u; 430 93 30 63 " 63 63 2°-1
31 31 31 31
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2
n+l — 3 _ un

La somme cherchee est lim u,,.
nN—-+c0

u

2 9

La Mcrci
TROIS METHODES :

1) Avec une récurrence :

2n+2 _ 2
Montrons que pour tout entier naturel n, u, =Mz g
0+2 _
Initialisation : 5072 i = j 2 :2: Up : initialisation est verifiée
n+2
gies o : -2
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, = PRy
2n+3 _ 2
—est-ceque u,,, = P
n+2 _ 2
Par hypothese : u, = PRy
U - 2 2 B 2 B 2
TBouy , 2"2-2 3(27P-1) w2, 3x2™P-3 2M2-2
n+2 - n+2 n+2
2 1 2|"|+2 -1 2n+2 -1 2 -1 2 -1
B 2 B 2 _ZX 2n+2 _l _2n+3_2
3x2M2_3_2M242  2x2™2_1 2x2™2_1 2™3 1
2n+2 _1 2n+2 _1

L’hérédité est vérifiée.

n+2
Par récurrence, pour tout entier naturel n, (u, )neN est de la forme : u, =%.
n+2 2 2
. on+2 _ o 2 (1_ 2n+2) l_ZnT
Ainsi lim u, = lim ——= lim = lim =1.
N—>-+0 N+ 22 1 no+eo o 1 N—>-+00 1
27 1o T2
Donc : 2 =1
2
3-—
2
o2
3—
3-.
2n+2 _2
2) Avec une étude de la suite (uy ) : Up =wZ o,

a) Montrer que pour tout entier naturel n, 0<u, <1

Initialisation : u, :g donc 0<u,<1
3

Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que 0<u, <1

—est-ceque 0<u,,,<17?

Par hypothése :



La M¢ I‘CI

........

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

0<u,<1l & 02-uy2-1 & 323-u,22 < 13 L Sl = gs 2 Sg
3 3-u, 2 3 3-u, 2

Donc 0< Uy <1 et ’hérédité est vérifice.

Par récurrence, pour tout entier naturel n, 0<u, <1

b) Etude des variations de la suite (up),
T A Uy (3-u )_ 2 3up-u,® 2-3up+uy’ up®—3u, +2
Mot T3y, " 3-u, 3-u, 3-u, 3-u,  3-u,  3-u,
. . g X2 —3X +2 - .
Soit la fonction f définie sur R par : f(x):T : f est dérivable sur ]3,+oo[ :
f.(X):(2X_3)(3_X)_(X2_3)(+2)X(_1)=6x—2x2—9+3x+x2—3x+2_—x2+6x—7
(3-x)° (3-x)° (3-%)°

Le dénominateur est strictement positif, il faut étudier le signe du numérateur :

A=36-28=8 et les solutions sont - \/_—3+\/_ et 6+\/_—3 J2.
2x(-1) 2x(-1)
a=-1 donc le polynéme est orienté vers le bas :
si 0<x<1, ladérivée est négative et la fonction f est décroissante.
2 f—
or f(0)=0 -3x0+2_2 et f(1)= 12 3x1+2 0 _
3-0 3 3-1 2
Doncsi 0<x<1, f(x)>0 d’ou: u,,,—u, >0 :lasuite (u,) , estcroissante.

c) Etude de la limite de la suite (u,),  :
La suite ( ) est croissante et majorée, elle converge vers une limite L vérifiant :
lim u, = lim =L
N—>+00 Un N—>+00 Unsa =

D’ou: |_=3iL & L(3-L)=2 & 3L-1*-2=0 & —-L*+3L-2=0

. -3-1 -3+1
A=9-8=1 et les solutions sont 3 =2 et Sk =
2><(—1) 2><(—1)
Pour tout entier naturel n, 0<u, <1, ainsi la limite est 1 et :
2 1
2
3—
2
3= 2
3— =
3-.
2
UO :g
3) En admettant que pour tout entier naturel n 5 et que la suite converge vers une limite L :
un+1 = 3_un
nl—lmoou” - I’]I—I>Tooun+1 =L
< L= 2
3-L
o —12+3L=2

o 12-3L+2=0
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A=9-8=1, on obtient deux racines : 1 et 2.
Par récurrence :

Initialisation : u, = 2 donc 0<u,<1
3
Heérédité : Supposons qu’il existe un rang n tel que : 0<u, <1, cela implique-t-il 0<u_, <17?

La Mcici

Exercice 5 : Montrer que 2+ 11 :\/5.(Ramanujan)
1+
1
4+ 1
1+
4+..
On étudie séparément la fraction continue : 1 T
1+
1
4+ 1
1+
4+..
On définit la suite numérique (uy ), Par:
U = 1 1 4
0~ 1 " & "
1+1 > 5
4 4
U = 1 1 1 1 1 24
1~ ~ Pa A~ 1
1+ ! 1+ ! 1+i 1+i 2929
4+u, 4+ﬂ 24 24 24
5 5
U = 1 1 1 1 1 140
,= = = = = =
1+ 1 1+ 1 1+ 1 1+ 29 169 169
4+u, 4+ﬁ 140 140 140
29 29
U = 1 B 1 1 1 1 816
3= = = = = =
14 1 1+ 1 1+ 1 +169 985 985
4+u, 4+@ 816 816 816
169 169
U = 1 3 1 1 1 1 4756
4= = = = = =
1+ 1 1+ 1 1+ 1 +985 5741 5741
4+u, 4+816 4756 4756 4756
985 985

On remarque que : 4=22—-0?, 24=5? -1, 140=12% —2?, 816 =29? 52, 4756 =70% —12°
Cela n’aboutit pas ...

UO:

(S RN

On définit la suite suivante pour tout entier naturel n 1

u =
n+1
1+ 1

et on admet que cette suite

4+u,
converge vers une limite L, on obtient :

limu,=limu,,=L
N—>+o " notoo Nl
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< L= 11
1+——
4+L
o Lo 1
5+L
4+ L
4+L
<:> [ —
5+L
< L(5+L)=4+L
o L2+5L=4+L
o L2+4L-4=0
A=16+16 =32, on obtient deux racines :

—4—\/3_2:—4—2\/252_2_\@ o —4+\/3_2:—4+2\/§:_2+\/§
2 2 2 2

On retient la solution positive :
1 =2+8 < 2+ L =8

14—t 14— 1

4e 1o 4t
1+ —— 1+7

La M¢rci

Exercice 6 :

Calculer 104/104/1010+/...

On définit la suite numérique (uy, ). par:
u, =10 ,

1
Uy =10,fI =10x+10 =10 2

11 1.1 1+5+ 1
u, =10,/u; =10x V10" 2 =10x102 # =10

1.1 1+1+—
2'4_10 2 22
1.1 1,11 1.1.1 1,1,1
Sz a4+ s+ S+
U, =10/u, =10xV10 24 =10x102'4'8 =10 248 =10 2 2 7

1+§+ 12+ +21
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, =10 < 2 .

1

Initialisation : u, =10 —10% : P’initialisation est vérifiée

1 1.1 1
ot tetom
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, =10 “ 2
1.1 1, 1
e+ S+t ——
_ _ 2 22 on 2n+l
—>est-ce que u, ., =10 ?
1.1 1

Wa++. 4+

Par hypothése : u, =10 2 2’

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1

e o+ o+

2 2 1 2 1

_10«/ 10><\/10 23 10><102 22 2 g 222 2N o

L’ hérédité est Verlﬁee.

2n
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Wil 1
) ] o+ Tyt
Par récurrence, pour tout entier naturel n, (u,) _ est de laforme : u, =10 * 2 .
11, 1
A
- - - - 2 n
Ainsi lim u, = lim10 %2 2° 2"

N—>+00 N—>+00

. , ) 1 1 1 , . s
Or on reconnait dans I’expression 1+E+?+...+2—n la somme des termes d’une suite géométrique de

premier terme 1 et de raison % , ainsi :

1 1 n+1 1 n+1
0O<=<1ldonc lim (—] =0 et Ilim 2{1—(—) }:2
2 n—>+oo| 2 N—>+o00 2

La valeur cherchée est :

1+1+1+ +1

10y10y10y10+.. = lim 10 2 22 72" —102 =100

N—+c0
AUTRE METHODE :
Soit X une valeur vérifiant la relation :

X =10X < X2 =100X
On remarque que I’équation : X2 —100X =0 posséde deux solutions :
X (X -100)=0 < S={0;100}

En remplagant successivement par récurrence X par 104X , on obtient :

X =10/X
—10410/X
=10\104/10VX

—10\104/10V/...
En retenant la solution non nulle, on peut conclure :

10 10\/10 104/... =100

Exercice 7 :

Calculer 3 5»\/3 5J_

On définit la suite numérique (uy ), Par:

, 1 - 1
u1=3m:3xm=3x\/\/§x\/5x 52 =3 45

1 1.1 1 1.1 1.1 111
1+ =+z 1+ =+z +o+— +zt+as
=3><\/5>< 3 4x528 :3><\/\/3 4 x\/5>< 528 =3 41645283

i 1+;+i+i ;+;+i+i

VU
1 1.1
u, =3/5,/u, :3X\/5X\/31+4+16x52+8+32 _3 4'16'64 ,52'8'32'128

{

La Méici
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->0n remarque que
1 1 1 1(1+1 1+1J 1+ 1+1 1 1[1+i+i+ij 1+i+i+i l+i+i+i
2224 28) _g 22 2% 26 g 22 24 26

1+—=

7to5T o6 715156
uy=3 2 20 520 4166 3707 a0 0 52

1 1
Moyt 22n \/5 22 27+26 "oz

2 4 6"
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, =3 2° 2° 2

1 1
e *01/*0 e e 1
Initialisation : u, =3v5=32"x\52° : I’initialisation est vérifiée
s 7 ez 90 . . 1+2i2+24 26 \/ 27 27+26 Z%n
Héreédite : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, =3 5
1,11 1 1 i 1.1 1 1
9eSt-Ce que Un+1—3 22 24 26 22n 22n+2 5 22 24 26 22n 22n+2 ,)
1,11, 1
o+ =+ . 7+
Par hypothése : u, =3 2 2* 2° \/5 2220 5
1,1,1 1 1.1.1 .1
3/ \/ \/3 228 e e \/51+22+24+26 P
1,11 1
—3)( 3 22 24 26 22n 5 22 24 26 22n
1,11 1.1.1 1 1
1+27 27+2T 22n 22n+2 \/5 22 27+2T 22n+22n+2
L’ hérédité est vérifiée.
Par récurrence, pour tout entier naturel n, (uy ), est de la forme :
1 1
_31+27+24 26 22n \/5 22 274+26 22“_
1,11 1,11 1
W o4+ttt
Ainsi lim u, = lim 3 2 2* s 22n>< 5 2220 22N
N>t N Nt
1 1 1 , .
_+_+"'+2W la somme des termes d’une suite géométrique de

Or on reconnait dans I’expression 1+ —+—
2° 2

premier terme 1 et de raison —;, ainsi :

1+ +i+ + =
22
n+1 n+l
0<i2<1 donc lim (%j =0 et Ilim ﬂ 1- iz :ﬂ
2 n—+oo 2 n—>+003 2 3
La valeur cherchée est :
1+—= 1 1 1 1 1+i+i+i+...+i 4 \/T'r
— 22 24 26 T 22 24 267 g2n _ a3 3
3\/5\/3\/5\/_ = lim 3 x\'5 =33 x\5
4 [2, 4 2V 42
=33x\53 =33x [ 53| =33x53
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Exercice 8 :

Calculer 10«"/10\”/10\”/109/: =

On définit la suite numérique (uy ), Par:
UO :10 f

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

; 1+;
u; =10f/u, =10x10" =10 "

1 1

1
1+1 n —
u, =107/u; =10%(10 " 10"

1
FE IR TR Y

Uy =107/u, =10x 100w | _10 MW

1,1,1, 1
I+—+=
2 3t
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, u, =10 N n®n , quel que soit I’entier n.

Initialisation : u, =10 n’est pas significatif
1 1
U —10 “n —10 Tt : Pinitialisation est vérifiée
- . . It
Herédite : supposons qu’il existe un entier naturel k tel que u, =10 © ™ ™ "

Wil 1,1t

St g
est-ce que u,,, =10 " "t Nt

YIS

Par hypothése : u, =10 " »*

1
111 1ﬁ 1,11 1 1
n n2 n3

H o+ S+t —
n n2 n3 nk _ n nk  pk+
U, =10Q/u, =10x 10 =10
L’hérédité est vérifice.
Li,1.1 1
i ) Y At
Par récurrence, pour tout entier naturel k, (uk)keN estde laforme:u =10 = ™ ™ .
RIS T
Ainsi lim u, = lim 10 =™ ™ .

K—+o0 K—+00

. , . 1 1 1 , . s
Or on reconnait dans I’expression 1+—+—+...+ - la somme des termes d’une suite géométrique de
n n

. . 1 ..
premier terme 1 et de raison —, ainsi :
n

. 1 k+1
1 1 1 n n 1 k+1
I+—+—+..+—=1x = 1-| —
n n n 11 n-1 n
n
k+1 k+1
0<l<1 donc I|m (ij =0 et Ilim n 1- 1 __n
n k—>+o{ n k—>+on—1 n n-1
La valeur cherchée est :
1,1,1 1 n

I+=+— — i
10”10\”/10\”/109/T = lim 10 N2 R gt

k—+0
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Exercice 9 :

Calculer 10\2/10\3/10\4/1o§/f -

On définit la suite numérique (uy, ). par :
u, =10 ,

1
101+§

N\H

u, =10%/10 =102u, =10x10

1
Y e N T I
u, =103/103A0 =10x 210 =430 =, {103} —10 2x106 =10 2'6 =

On remarque que :
i, 1.1
— 2 2x3 2x3x4

u, =10

1.1 1
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. lJrﬁi—Zx.':’»I""‘ 2x3x..x(n-1
Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n, u, =10 =X

Initialisation : u; =10 n’est pas significatif
1 1
yl 7 RN TTICICTIT Lo,
u, =10 =10 : ’initialisation est vérifiée
1.1

Heérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, =10

Llo1 1 ‘ 1
x2 " 23377 23x. x(n-1pxNn -~ 2x3x. x(n-1xnx(n+1)

—est-ce que u,,, =10

1+i+ - 1
U, ~10 Ix2 ' 2x377 2x3x..x(n-1jxn

Par hypothése :
1 1

1.1
Uy = Uy Y n n+\]/]3 _ 101+m+2x3 T 2x3%..x(n=1)xn ><102><3><...><(n—1)><n><(n+1)

Wl 1, 1 , 1
-10 x2  2x377 2x3x. X(n=1)xN " 2x3x..x(n-1)xNx(n+1)

L’hérédité est vérifiée.

Yot aat 2x3x..x(n-1

1++++

Par récurrence, pour tout entier naturel n, (u, ) est de la forme: u, =10 2 ¥

1+ 1+1+ +1
Ainsi I|m U= lim10 2 ¥
nN—+0
Oron salt que :
1 1 1
I+ —+—+— —=e
1 2 3! n!
= 1+—+l+ +i:e—1
2! 3! n!
Ainsi :
lim u, =10%7%
N—+00
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Exercice 10 :

Justifier que : \/1+\/1+ VI+V1+1+.. =@

Par définition, le carré du nombre d’or est égal au nombre d’or augmenté de 1. Ainsi :
P+1=0% = O=+1+D
En remplagant successivement par récurrence @ par 1+ , on obtient :

O =1+ D
:»\/1+\/1+_<D
= \/1+ \/1+«/1+_CD

= \/1+ \/1+ \/14-7\/_
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Exercice 11 :

Calculer \/2+\/2+\/2+\/2+\/2 +... . (variante de Ramanujan)

Soit X une valeur vérifiant la relation :
X+2=X? & X=2+X

On remarque que I’équation : X2 — X —2 =0 posséde un discriminant A=9 et deux racines :

T IR

En remplagant successivement par récurrence X par +/2+ X , on obtient :

X =2+X
=\/2+\/ﬂ
=\/2+\/2+\/2+X

=\/2+\/2+\/TJT

En retenant la solution positive, on peut conclure :

V22, =2

Exercice 12 :

Calculer \/3+\/3+\/3+\/3+ NET

Soit X une valeur vérifiant la relation :
X+3=X? o X =3+X
On remarque que 1’équation : X 2_X-3=0 possede un discriminant A =13 et deux racines :

1-413 14413

et X, =
2 2 2

En remplagant successivement par récurrence X par +/3+ X , on obtient :

La M¢ici

IONTP

X, =
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X =\3+X
3443 +4BE X

33

En retenant la solution positive, on peut conclure :

\/3+\/3+\/3+\/: :1+\/1_3

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
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Exercice 13 :
Démontrer cette formule connue des Grecs : ® =1+ 11 = 1+ \/g
1+ 2
1
1+
1+i
1

On définit la suite numérique (un)neN par :
Up =1,

c
=
I

c
S
Il | I
R oo wlol Nw
ol T

=
|
IR

13

On reconnait les valeurs de la suite de Fibonnacci définie par :
F,=1, F,=1etpourtoutentier n>3: F _,=F  +F,.
>FK=2,F =3 FK=5,F=8,..

Et pour tout entier naturel n :

. . F
La somme cherchée est lim —tL
N—+o0 FI’]

—>cette limite est connue, il s’agit du nombre d’or.
Pour le démontrer, il faut d’abord admettre que cette limite existe, appelons-la L. Dans ce cas :

. F . .
lim N+l =L < IlimF =Lx lim F,.
n+1 n
n—+o0 Fn n—+o0 N—+o0

Dans ce cas, la suite de Fibonnacci devient progressivement une suite géométrique de raison L :
—>pour de grandes valeursden: F ., =LxF,.

En reprenant la relation de Fibonnacci :
Fri2 =Foa+Fa
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On obtient pour de grandes valeurs de n :
L°xF, =LxF+F,
& (P-L-1)F,=0
Les termes de la suite de Fibonnacci étant non nuls pour n=0, on doit résoudre :

>-L-1=0
Le discriminant A=5 et les racines sont :

1-\5 et L 1445

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

L= et L=
La valeur positive donne la limite cherche, d’ou :
jim Fon 1435
N—+00 Fn 2
Et ®=1+ 1 1446
1 2
1+
1
1+
1
1+—1
1+—
. L.
La Mcrci
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Exercice 14 : Justifier que lim 1-=+=—..+(-1) x==1In2
N—>+00 2 3 n

Pour t #—1, on considére 1’expression :
1-t+t? - (=)t

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison —t :
; 1-(-)" 1-(-)" 1 ()
1-t+t2 -+ (=1)" 7 xt" =1x () 1= _ (1)

1-(—t) 1+t 1+t 1+t
On integre les deux membres sur I’intervalle [O ;1] :

1 1 11 1(~t)"
2 n—. n-14¢ B
Iol—t+t —...+(—1) xt dt—J‘Omdt— Oﬁdt

1
2 n t" 1 n1pl t"
=N [t—5+§—...+(—l) x;}oz[ln(lﬂ)}(ﬁ(—l) omdt

11 n 1 napl t"
= 1—§+§—...+(—1) xﬁzln2+(—l) 01_+tdt

Or vte[0;1] :
t" e[0;1] et 1+t>1
Donc vt €[0;1]:
tn
0<—<t"
1+t

En intégrant sur I’intervalle [0;1] :

0< al dt < 1t”dt
—joﬁ —Io
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1t" 1

o 0| —dts—
01+t n+1

Par passage a la limite :

lim 1—1+%—...+(—1)“x3=|n2

La M(ici

n—+o0 2 n

n
Exercice 15 : Justifier que lim (1+ lj =e
N—+o0 n

o

n

—>onpose: h :1, d’ou :
n

n
lim In[(1+1j }: Iim ———<2 =1lim =1
N—+o0 n N—>+00 1 h—0  h

Ainsi :

In|| 1+

=€

1 n
lim (1+—j = lim e
N—+c0 n N—-+00

La M¢ci
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Exercice 16 : Justifier que lim 1+~ L +£+£—...+l=e
N>+ 11 21 3l n!

Formule de développement :
n (M) ok k% n! n—k _ .k

donc :

On a montré précédemment que :

n
Hn1(l+lj =e
N—+0 n
Pour tout entier k :

lim n! - lim n><(n—1)><..|.(><(n—k+l)
n—>+oo(n_k)!xn n—-+oo n

n n-1 n-k+1
= [lim —x X . X
n—>+oon n n
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= lim lx(l—lj (l—gjx x(l—uj
N—+0 n n n

=1
Ainsi :
n n
lim (1+£J = lim Zix{lx(l—ijx(l—zjx...x(l—uﬂ
N—+o00 n N—>+o0 @ Ok! n n n
1
= lim —
n—>+ook o k!
=e
La M¢ci
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Exercice 17 : Justifier que I|m 1+x+x—+x—+ +X——1+ X—:ex
2! 3! n! = i!
On pose la fonction :
2 3 n
f(x):1+x+x—+x——...+x—
21 3! n!
On constate que :
f(0)=1
Sa derivée est :
2x  3x? nx" L

fr(x)=0+1+=—+—+
21 3! n!
2 n-1
f'(x):1+x+x—+...+ X
2! (n-1)!
On remargue que par passage a la limite :

lim f'(x)= lim f(x) eton voit venir la fonction exponentielle car f (0)=1.
N—+00 N—+o0

Dans notre étude, on obtient :
Xn

f(x)="f(x)——=

n!

n

e f(x)-f(x)=2.

n!
Or:

X" XX XX..xX

X X

nl 1x2x..xn 1 2 'n

X étant un réel donné, par passage a la limite, on obtient :
X

X

lim ==0
n—>+oon
n
. X . X X X
et lim —= lim =x—=x...—=0
n—>+oon! n—)+ool 2 n

Ainsi :
lim f(x)—f'(x)=
Jim f (%)= (%)
lim f(x)= lim f'(x).
< Jlim T ()= lim (x)
La fonction égale a sa dérivée et prenant la valeur 1 au point d’abscisse 0 est la fonction exponentielle :
2 3 n +00 i
X X

. X X
lim l+X+—+—+..+—=1+) —=e
N—>+o0 21 3! n! = 1!

X
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Exercice 18 : Justifier que lim ! + 1 + 1 —...+izln2
n>+on4+1 n+2 n+3 2n
On définit la suite numérique (un) . par: u, = ! + ! + ! —...+i
neN n+l n+2 n+3 2n
1 1
ulz—:—
1+1 2
1 1 1 1 7
Uy=——+——="+—"=—
2+1 2+2 3 4 12
1 1 1 1 1 1 37
Uy = + + =+ +=—
341 3+2 3+3 4 5 6 60
1 1 1 1 1 1 1 1 33
U, = + + + =444 ===
441 4+2 443 4+4 5 6 7 8 840
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1627
Us = + + + + =4S =
541 5+2 543 5+44 545 6 7 8 9 10 2520
Donc:
1 1 1
u]_:_:_:_
2 1x2 2!
y 7 14 14 14 41-10
2712724 1x2x3x4 41 4l
y 37 444 444 444 61-276
3760 720 1x2x3x4x5x6 6! 6!
U 533 25584 81-14736
47840 8l 8!
Etonpose : Uy =..ccevveuenene.
Autre essai :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + ——t— o - — || ==+ =
n+l n+2 n+3 2n 1 2 3 2n 1 2 3 n
1 1 1 1 1 1 1 1
= S+ S+ = |2 =+ =+ ==
1 2 3 2n 2 4 6 2n
11
2 3 2n
D’apres I’exercice 14, cette somme vaut In2 (Merci M. Jean Groeninger)
Autre essai :
On définit la fonction f sur 0;+oo[ par :
1 1 1
f(x)=—+——+...+4— avec —dx In x+1)[.=In2-Inl
() X+1 XxX+2 2X IO [ )]
f est intégrable et :
1 1
If(x)dx: i+i+...+idx
0 Ox+1 x+2 2X

X x 1 1 1
f(x)dx=[ ——+——+...+—dx M
IO ( ) IO X+1 Xx+2 2X
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Avec Python :
S=0
n=int(input("Choisissez un rang :"))
for i in range(1,n+1):
S +=1/(n+i)
print(S)
Pour n =100 000 000, on obtient ) S 290.6931471780597414
La Mcrci
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Exercice 19 :

1) Justifier que la somme \/1+\/2+\/3+\/4+\/5+... existe.

On définit la suite numérique (uy, ). .~ par:
u]_ :\/i )
u, = \/1+\/§ ,
Ug :\/1+\/2+\/§ ,

Etude des variations de la suite (up). .~

->pour étudier le signe de u,,, —u,, on remarque que les derniers radicaux de u, et u, , s’écrit:

J(n=1)+vn et \/(n—1)+\/n+\/n+1
or yn++n+1>+h donc u,,—u, >0 et lasuite (Up)p €St Croissante.

D’autre part, on sait calculer \/n + \/n + \/n +4/N++/N+... pour tout entier positif n :
Soit X une valeur vérifiant la relation :

X+n=X%2 & X=vJn+X

On remarque que I’équation : X 2_X-n=0 possede un discriminant A=1+4n et deux racines :

1-V1+4n 1++/1+4n
Xj=———c6t X;=——"—
2 2
En remplagant successivement par récurrence X par «/n+ X , on obtient :
X =n+ X

NNy
=\/n+\/n+\/n+x

e

En retenant la solution positive, on peut conclure :

La somme \/n+\/n+\/n+\/: étant superieure a la somme \/1+\/2+\/3+\/4+\/5+... lasuite (up ),

est majorée, et toute suite croissante majorée converge et sa limite est unique.

2) Déterminer cette somme a [’'aide d’un programme python.
Avec un programme python,
from math import *
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n = int(input("Choisissez un rang :"))
S =sqrt(n)
for i in range(1,n):
S =sqgrt(n-i + S)
print(S)
on obtient, pour n=1000000, une somme égale & 1.7579327566180045.

La M¢rci
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Exercice 20 :
n n2
Etudier | ite S, =
udier la suite S, kz_:n3+k2
n+1 (n+1) n n2
S . —S, = -
Mo k=1(n+1)3+k2 kz=1n3+k2
0 (n+1)° (n+1)’ 02
=>, 3 5 3 22,73 . 2
(n+1)"+k® (n+1)" +(n+1)° kAn +k
n [ (n+1) n2 (n+1)°
=>. 3 5, 3 2|7 3 2
K (n+1)"+k* n+k (n+1)"+(n+1)
_Z”: (n+1)? o L1
= (n+1)3+k2 n+k? | n+l+1
o (n+1)’ o _(n2+2n+1)(n3+k2)—n2(n3+3n2+3n+1+k2)
' (n+1)3+k2 n’ +k? ((n+1)3 )(n +k )

n° +n2k? +2n* +2nk2 +n +k% —n° —3n* —=3n° = n? —n%k?

((n+1) +k )(n +k )

_ 2nk? +k% —n* —2n® —n?

B ((n+1)3+k2)(n3+k2)
_ 2nk? +k? —n* -2n®—n?
B ((n+1)3+k2)(n3+k2)
.............. cette suite est croissante !!!
n2 n2 N2 3
On remarque que : z 3+k2San3+12 = kZ:;n3+k2S T

3

Or lim

37— =1 ! lasuite est croissante majorée par 1, elle converge.
nN—+o0 n +1



