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Exercices a prise d’initiative sur la récurrence

Exercice 1 :
On considere la somme définie pour tout n>1 par :

1 n
Sh==> kx(n-k).
ni=

Déterminer une forme explicite de S, .
La suite converge-t-elle ? Justifier.

Exercice 2 :
Calculer : (l—izjx(l—izjx...x(l— 1 2)
2 3 2020

Exercice 3 :

n-1
Soit la suite (X, ) définie pour >0 par: x, =1 et X, = > X, .
k=0

o0

1
Calculer Z— .
k=0 Xy

Exercice 4 : (livret d’entrée de Louis Le Grand)
n
Déterminer le plus petit entier ne N tel que Z

1
k:1\/E+»\/k +1

>2022.

Exercice 5 :
1 1x2 1x2x3

+ + +...
3x4 3x4x5 3x4x5x6

Montrer que :

1
6

Exercice 6 :

Soit le nombre qui s’écrit 11...155...56 avec, a droite le chiffre 6, puis au milieu 2020 fois le chiffre 5, et enfin
2021 fois le chiffre 1 a gauche. Sa racine carrée a le bon gott d’étre un nombre entier. Saurez-vous calculer
la somme des chiffres de celle-ci ?

Exercice 7 :
Soient neN'et a, a,, ..., &, N réels strictement positifs.

1. Vérifier que x>0 : x+322.
X

i=1

n n
2. Endeduire, par récurrence, que : (z aijx[Zij >n?.
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Exercice 1 :
On considere la somme définie pour tout n>1 par :

1 n
Sy ==Y kx(n-k).
Ni=

Déterminer une forme explicite de S,. La suite converge-t-elle ? Justifier.

Slzlzllkx(n—k):lx(l—l):o

=23 k(1K= S[1x(2-1)+2x(2-2)] -
~13 k(K= H[1x(3-1) 4 2x(3-2)+34(3-9) -
-3 ox(n-k) - H[1(4-1)+ 2x(4-2)+3x(4-3) 4x(4-4)] - 22
- 33 Kox(n-K) = 2[1x(5-1) 2x(5-2)+3x(5-3)+ 4x(5-4)+5x(5-5)] -

ka (n—k _—[1x 6-1)+2x(6-2)+3x(6-3)+4x(6-4)+5x(6-5)+6x(6-6)]=

On remarque que :

S, =0

1 3 4-1 2°-1
S,=—===—T=

2 6 6 6

4 8 9-1 3%-1
S3=—=—=—=

3 6 6 6
g _10_5_15_16-1 41
A4 2 6 6 6

— 2_

35=§=4=ﬁ—25 1_5°-1

5 6 6 6

35 36-1 6°-1
Sg=—=——=

6 6 6

. n~-1 .. .
Il est possible que S, = B veérifions-le par récurrence :

Initialisation : S, =

6 6

Hérédité : Supposons qu’il existe unrang ne N’ tel que S, =

—>est-ce que S

NII—‘

wlb

n-1 121

n?-1 (n+1)°-1 n2+2n+41-1 n?

n+1l = 6 - 6
n+1
S 1

1S

—ep 1|<><((n+1)-k)
n+l

1
=— Sk 1-k
n+1kZ::1 X(n+ )
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:niﬂ{kzr:ikx(n +1-k)+(n+1)x(n+1-(n +1))} > avec (n+1)x(n+1-(n+1))=0

n n
=i2kx(n +1-k) —il faut faire apparaitre S, :EZk x(n—-k)
n+1i3 ni=

:izn:[kx(n—k)+kxl:|

n+1i=

n
k} 92kz1+2+...+n:@
=

n
- lekx(n—k)Jrg ->0n reconnait Sn=%2kx(n—k)
k=1

2 J—
__n xS, L —>or par hypothése : S, = n" -1

6 " 6
_n®+2n
-6

et I’hédérité est vérifice.

Par récurrence, pour tout neN" : S, =

Exercice 2 :

(1—ijx(l—ijx x(l— ! j— ﬁ—i X i—i X ... X 20202— !
22 32 )" 20202 22 22132 3%2) 77 2020° 20207
22_12) (3212 20202 —1?
= 3 X 3 X...X —2
2 3 2020

:{(2+4ggz—1)]X((3+1x3-4)JX.“X[(2020+1ﬂ2020—1)j

32 2020°

(3xl] (4x2j (5x3j (2020><2018} [2021x2019j
= ) X 7 X > X, X 2 X 2
2 3 4 2019 2020
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~ 3x1Ix4x2x5x3x%...x2020x 2018 x2021x 2019

22 x 3% x 4% x ... x 20207
~ 3x1Ix4x2x5x3x%...x2020x 2018 x2021x 2019
- 22 x 3% x 4% x....x 2020°
 1x2x3%x 42 x...x 2019% x 2020 x 2021
- 22 %32 x 4% x ...x 2020°
2021

"~ 2%2020
2021
4040
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Exercice 3 :
-1 0 1
Soit la suite (x, ) définie pour n>0 par : X, =1 et x, = »_ x, . Calculer > —.
k=0 k=0 Xy
Il est toujours utile de calculer les premiers de la suite (x,):

1-1
X1=Z><k =X =1
k=0
2.1
X, :kz_;)xk =Xy +% =1+1=2

31
X3:|(Z;)X" =Xy +X +X, =1+1+2=4

4-1
X4:|(Z;)Xk =Xg+X + X+ X3 =1+1+2+4=8

. 1 01 1 1 1
Ainsi : D=t
0% X X X X
1111
=S4z
11 2 4
1

Or 1+ 2 + 2 +....+— estlasomme des n-+1 premiers termes d’une suite géométrique de premier terme v, =1
n

. 1
de raison q==:
2

. 1 n+1 _
Or 0<£<1 donc lim [—j =0 et lim 1+1+1+....+1:2
2 n—+o| 2 nN—-+oo 2 4 n

) 1
En conclusion : Z — =3
k=0 Xy
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Exercice 4 : (livret d’entrée de Louis Le Grand)

n
; ) . * 1
Déterminer le plus petit entier ne N tel que Y —————>2022.
PSP | kzzlxlk +Jk+1
On remarque que :

L T -
\/E+\/k+1 Jk=Jk+1 k- (k+1)_ - =1k

Ainsi : kzn“1\/_+\/ﬁ kzl\/ﬁ \/_

~(VEAR)+ (VBB +..-+(JAF1- )
(L 42) (2 4B+t ()

Par télescopage : =Jn+1-1
On doit résoudre I’inéquation :

Jn+1-1>2022
o Jn+1>2022+1
o (\/m)2 > 20232
< n+122023?
o n=2023°-1
Le plus petit entier cherché est : 2023% 1.

Exercice 5 :
1 1x2 1x2x3 1
Montrer que : + + +..==
3x4 3x4x5 3x4x5x6 6
1, 1x2  1x2x3 | 1, 1x2 1x2x[3]  1x2x[3]x[4]
3x4 3x4x5 3x4x5x6 3><4 3x4x5 l><4x5><6 . .x5><6><7
1 1 2 2 2
=—+—+ + + +
12 30 4x5x6 5x6x7 6x7x8
+00
=i+i+2xz L
12 30 rzanx(n+1)x(n+2)
1 a b c ) . . .
On pose =— + par la résolution avec un systeme, on obtient :
nx(n+1l)x(n+2) n n+1 n+2
1 1
_2, 1, 2
nx(n+1)x(n+2) n n+l n+2
Ainsi :
1 1x2 1x2x3 1 1 +°°(1 -2 1}
+ + Fmo Y [ S ———
3x4 3x4x5 3x4x5x6 12 30 /&=\n n+l n+2

_ +°°(1 -2 1 j (1 -2 1} (1 -2 1) (1 -2 lj (l -2 1]
Or: Z +—t— +—+ = |+ — = ] o — = [ o —+ = |+
aa\n n+l n+2 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9



La M¢ci

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

_1 1 1
4 5 20
On obtient :
1 1x2 1x2x3 1 1 1 5 2 3 1 1
+ + o= —F—=—F—F—="—"==
3x4 3x4x5 3x4x5x6 12 30 20 60 60 60 60 6
La MCrci
Exercice 6 :

Soit le nombre qui s écrit 11...155...56 avec, a droite le chiffre 6, puis au milieu 2020 fois le chiffre 5, et enfin
2021 fois le chiffre 1 a gauche. Sa racine carrée a le bon goiit d’étre un nombre entier. Saurez-vous calculer
la somme des chiffres de celle-ci ?

Ce nombre est a peu pres égal a 1,11x 10%%2 sa racine carrée devrait étre a peu pres égale a me102°21.
Cette racine carrée étant un nombre entier, ce nombre se termine par un 4 ou un 6.
—>soit x le chiffre des dizaines de ce nombre :
Pour obtenir ‘56’ a droite en élevant au carré, il faut que le nombre ‘X4’ ou ‘X6’ élevé au carré se termine par
56:
342 =1156 , 84° =7056 , 16° =256 , 667 =4356.
On remarque que :

V1156 =34 > un chiffre 5, un chiffre 3
111556 =334 - deux chiffres 5, deux chiffres 3
11115556 =3 334 - trois chiffres 5, trois chiffres 3
1111155556 =33 334 -> quatre chiffres 5, quatre chiffres 3
J1...15..56 = 33...334 > 2020 chiffres 5, 2020 chiffres 3.

La somme des chiffres du nombre cherché est :
2020x3+4 =6064 .

Démonstration par récurrence :
Montrons que pour tout entier n :

2n+1

2
1x Y 10' +5><Z1o' +6= (3><i10‘ +4j
i=1

i=n+1

Initialisation :
3.
Pour j=1": 1156 =34% < 1x 210' +5><10+6=(3><10+4)2 ->1’initialisation est vérifiée.

Héréditeé : (une version courte de I’hérédité se trouve a la fin)
2n+1

2
n R R
Supposons qu’il existe un rang n tel que : (SXZ“lO' +4j =1x > 10' +5x Z:lOI +6
i1

i=n+1

n+l . 2 2n+3 n+1
Est-ce que (3>< > 10 +4j =1x )’ 10' +5><210' +6?
i-1

i=n+2

J utiliserai le principe suivant :
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(300+34)” =300% + 2x 300 34+ 342

=300(300+2x34)+34°

(3000+334)” = 30007 + 2x 3000 x 334 + 3342
=3000(3000 +2x 334) + 334>

n-1 . 2 n-1 . n-1 .
(3x10n+3x210'+4j :(3x10n)2+2x3x10nx(3x210'+4J+[3x210'+4}
i=1 i=1 i=1
n-1 . n-1 . 2
:(3x10”){3x10“ +2x[3x210' +4H+(3leo' +4j
i=1 i=1
n . 2 n . n .
Ainsi : (3><ZlO' +4J +(3><10”+1)[3><10“+1+2x[3x210' +4ﬂ :[3x10n+1+3><210' +4j
i=1 i=1 i=1

2

2

n+l . 2
= (3 X 210' + 4}
i=1
Par hypothése :

n i 2 2n+1
(3x210' +4j =1x > 10 +5x210' +6
i=1 i=n+1
Ainsi :
2n+1

2
[3xzn:10i+4j +(3><10n+1){3><10n+1+2><(3><Zn210i+4H (3><10n+1){3><10n+1+2><(3le0'+4ﬂ+1>< >10'+ 5><ZlO'+6
i=1 i=1

i=n+1
N 2 2n+1
(3x210'+4] ={9x102n+2+6x10n+1 (3><210'+4H+1x ZlO'+5leO'+6
i=1

i=n+1
2n+1

=| 9x10°"? +18><210”+1+' +24x10“+1}+ > 10 +5x210' +6

i=n+1

2n+1 i 2n+1
| 94107 418 > 10" +2x10™2 +4x10”+1}+ > 10 +1o“+1+5><210' +6

i=n+2 i=n+2

2n+1

=] 9x10%™? +2x10™% | 419 " 10 +5><10“+1+5><210'+6

i=n+2
2n+1 i 2n+1 i n+1

=] 9x107™2 +2x10™? [410x D 10'+9x > 10 +5x210' +6
i=n+2 i=n+2

2n+l
=9x10°™2+19x Y 10'+2x10™? +5><ZlO' +6
i=n+2
_ 2n+2 ud i n+2 S i
=9x107"*+(20-1)x > 10'+2x10 +5><Zlo +6
i=n+2
2n+1 i 2n+1 n+1

=9x102™2420x Y 10'-1x Y 10 +2><10”+2+5le0' +6
i=n+2 i=n+2
=9x10°"2+2x an 10" —1x Znil 10" + 2x10™+? +5><nz+110' +6
i=n+3 i=n+2
2n+1 i 2n+1 n+1

=9x10%"2+2x10°™242x > 10'~1x Y 10 +2><1o”+2+5><210i +6

i=n+3 i=n+2
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2n+1 A 2n+1 i n+1
=11x10%"24+2x > 10' -1x Y 10 +5leO' +6
i=n+2 i=n+2
=11x10°™2+1x znil 10' +5><nf10' +6
i=n+2
2n+3 i n+l

=1x Y 10'+5x210'+6
i=n+2

L’ hérédité est vérifiée.

4041 . 2020 2020 | 2
Par récurrence, pour tout entier n, 1x »" 10" +5x 210' +6= [3>< > 10! +4j :
i=2021 i=

Pour n=2000 :

2n+1

2
1x Y 10' +5><Z1o' +6= (3><i10‘ +4j
i=1

i=n+1
La somme des chiffres du nombre cherché est :
2020x3+4=6064 .

Version courte de I’hédérité :

o) : PLTEI
[3xi10'+4j +(3><10n+1)[3><10n+1+2><(3><Zn:10'+4H (3><10n+1){3><10n+1+2><(3><210'+4H+lx ilO'+5leO'+6
i=1 i=1

i=1 i=n+1 i=1

Nl 2 2n+1
(3x210'+4j ={9x102n+2+6x10n+1 [3x210'+4ﬂ+1x ZlO'+5leO'+6
i=1

i=n+1

2n+l 2n+1
:{9><102”+2 [18>< > 10 +24><10n+1ﬂ+1x > 10 +10“+1+5x210' +6

i=n+2 i=n+2
2n+1 i
=9x10°™2 +19x > 10' +2x10™2 +5><10n+1+5x210' +6
i=n+2
2n+1

=9x10%"*% +(20-1)x 210'+2><10n+2+5><210'+6

i=n+2

2n+1 2n+1
=9x10°"2 +20x > 10'-1x > 10' +2x10n+2+5x210' +6
i=n+2 i=n+2
- 2n+2 T i Lo i n+2 i
=9x10°""* +2x > 10'-1x > 10'+2x10 +5x21o +6
i=n+3 i=n+2
2n+2 2n+2 ! i ut i n+2 n+2 & i
=9x10°™? +2x10°™? +2x > 10' -1x Y 10' —1x10™7 +2x10 +5><210 +6
i=n+3 i=n+3

2n+1

=11x10°"% +1x Y  10' +1><10”+2+5><210' +6
i=n+3
2n+3 | n+1

=1x »_ 10' +5><210' +6

i=n+2
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Exercice 7 :
Soient ne N et a,, a,, ..., &, n réels strictement positifs.

1. Verifier que ¥x>0 : x+£22.
X
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2 2
- x—1
gl o X+l 2x:( )
X X X
Donc pour tout réel x strictement positif :

x+l—220 = x+£22
X X

En déduire, par récurrence, que : ( [ aiJ
1=

M:

1
Montrons par récurrence sur n que Za [ —jz
i=1

H

Initialisation : Si n=1 alors 1><1_1 donc : 1x=>1. La propriéte est vraie au rang 1.

H

n
Héréditeé : Supposons qu’il existe un rang n tel que : EZ a,j [z J >n?, cela implique-t-il :
|

SaH{82)or

o (OS2 oo {f2

On étudie :

n+l G a, a,

:{ & +an+1j+£ ) +an+1J+m+[ an +an+1j
4 & ) 8,1 @y

>2+2+..+2 (d’apres la question 1.)
n fois

- (Za j+a [giJZZn.

On obtient, en tenant compte de I’hypothése :

n+1 n+1 1
[Zai]x(Z—] >n?+2n+1
i=1

Ainsi :

i=1 4
n+l n+l 1 2 ) o
z g x| 2= |>(n+1)" : I’hérédité est vérifiée.
=1 a
* n 2
Par récurrence, pour toutrang ne N, (Za J [Z a j> n
i =1

La Mici



