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Interrogation sur le raisonnement par récurrence

Exercice 1 :
Démontrer que, pour tout entier naturel n>1, 1+3+5+...+(2n—1) =n?.

Exercice 2 :
Démontrer que, pour tout entier naturel n>0, 5" +3 est un multiple de 4.

Exercice 3 :
On considére la suite (u, ) définie sur N par : u, =6 et, pour tout entier naturel n :
u,+4
Upig = :
2u, +5

Démontrer que pour tout entier naturel n>1, %s u, <1.

Exercice 4 :

On considére la suite (u,, ) définie sur N par : u, =0 et, pour tout entier naturel n :
Uq=Uy+2n+2.
1. Calculer u, u, et us.

2. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = n?+n.
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Exercice 1 :

Démontrer que, pour tout entier naturel n>1, 1+3+5+..+(2n-1)= n?

Initialisation : pour n=1 : 1> =1 SD’initialisation est vérifiée.

Hérédite : supposons qu’il existe un entier n tel que : 1+3+5+...+(2n—1) =n?

>cela implique-t-il que : 1+3+5+...+(2n —1)+(2(n+1)—1)=(n+1)2 ?
En partantdu rang n :
Par hypothése :
1+3+5+..+(2n-1)=n?

& 1+3+5+..+(2n—-1)+(2n+1) =n?+(2n+1) = (n+1)"

En partant du rang n+1:

143+5+...+(2n-1)+(2n+1) =n? +(2n+1) = (n+1)°
L’ hérédité est vérifice.
Par récurrence, pour tout entier n>1, 1+3+5+...+(2n-1)=n.

Exercice 2 :
Démontrer que, pour tout entier naturel n>0, 5" +3 est un multiple de 4.

Initialisation : pour n=0 : 5°+3=1+3=4 Dinitialisation est vérifiée.
Hérédité : supposons qu’il existe un entier n tel que : 5" +3=4k ,keZ
>cela implique-t-il que : 5" +3=4k", k'eZ ?

En partant du rang n :
Par hypothése :

5" +3=4k ,keZ
5x(5"+3)=5x4k ,keZ

5" 115=4x5k , keZ

5" 43+12=4x5k , keZ

& 5™ 43=4x5k-12=4(5k-3) , keZ

Or k eZ donc 5k —3e7Z et 5™ +3 est un multiple de 4.
En partant du rang n+1:

5™ 4 3-5x5" +3=5x5" +15—12=5(5” +3)—4><3

000

Or 5" +3 est un multiple de 4 et la différence de deux multiples de 4 est un multiples de 4.
L’ hérédité est vérifiée.
Par récurrence, pour tout entier naturel n>0, 5" +3 est un multiple de 4.

Exercice 3 :

. : e : u, +4
On consideére la suite (u,) définie sur N par : u, =6 et, pour tout entier natureln: u,, :ﬁ.
u, +

. . 1
Démontrer que pour tout entier naturel n>1, > <u, <1.
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U, +4
0 _ 6+4 = 10 donc : 1 <u, <1 Tinitialisation est vérifice.
2u,+5 2x6+5 17 2
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Initialisation : u, =

Héredité : supposons qu’il existe un entier n>1 tel que : > <u, <1

—>cela implique-t-il que : % <u, <17

On considere la fonction associée f définie sur [0;+oo[ par: f(x)= 2Xx+ 45.
+
Sadérivéeest: f'(x)= 1(2X+5)_(X;L4)X2 = 2X+5_2X2_8 __ 3 5
(2x+5) (2x+5) (2x+5)

Vxe[0;+00[ : f'(x)<0 donc lafonction f est décroissante sur [0;+oo| .
Par hypothese :

% <up, <1

Donc : f(%)z f(up)>f(1)

< 0,75> f (uy)=

~N| o

<1

. 1
AlInsi : §£“n+1—
L’hérédité est vérifiée.

, . 1
Par récurrence, pour tout entier naturel n>1, 5SUn< 1.

Exercice 4 :
On considére la suite (u, ) définie sur N par : u, =0 et, pour tout entier naturel n :

Uyq =Up+2n+2.

1. Calculer uy, u, et us.
U =Ug,s =Uy+2x0+2=0+0+2=2
Uy =Up g =U +2x1+2=2+2+2=6

Ug=Uy,4 =U, +2x2+2=6+4+2=12

2. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = n?+n.

Initialisation : pour n=0 : 0> +0=0= Uy —2T’initialisation est vérifiée.

Hérédite : supposons qu’il existe un entier N >0 tel que : u, = n?+n

~>cela implique-t-il que : u_, =(n +1)2 +(n+1)=n®+2n+1+n+1=n*+3n+2?
Par définition :

u U, +2n+2

n+l
Or par hypothése : u, =n®+n, donc :
—1 —n2 2
Uy =Up =N"+N+2n+2=n"+3n+2.
L’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout entier naturel n, u U, +2n+2.

n+l =



