T M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Exercice 4B.1
1

- -

On considére la suite (u, ) définie pour tout entier n>1 par uy :1+2i2+...+
n

1) Justifier que la suite (uy ) est croissante.

2) En admettant que pour tout entier k >1 : 1.1 = !
k k+1 k(k+1)

, justifier que la suite est majorée.

3) Que peut-on dire de la suite (u,) ?

. : : - * 1 1 1
Exercice 4B.2 Soit la suite (up ) définiesur N par: up=—F4=+—=+...+—
) CETETTR
1) En remarquant que pour tout entier k vérifiant 1<k <n ona % > = , montrer que up = Jn.
n

2) Déterminer la limite de la suite (uy).
Exercice 4B.3
Soit la suite (uy, ) définie sur N* par : up = L, 2

n++«1 n+\/§ n+Jﬁ
1) Montrer que, pour tout entier i avec 1<i<n,ona:
1 1 1
n+tn n+i n+l

2) En deduire que la suite converge et calculer sa limite.
Exercice 4B.4
Soit la suite (uy ) définie sur N* par : up = LR S

n++/1 n+\/§ n+Jﬁ
1) Calculer les termes u, , U, et us (valeur approchée & 1073 pres).
* n
2) Montrer que Vne N, <up <—.
n+\/ﬁ "t

3) En deduire que la suite converge et calculer sa limite.

Exercice 4B.5 Limite d'une somme
1 1 1

Soit v la suite définie pour tout entiern>1par: v

= + +ot
Ton2ir iz Jan?an

Démontrer que cette suite converge et déterminer sa limite.

Exercice 4B.6 Montrer que 1+1+1+l+...:2.
2 4 8
. 1 1 1
Exercice 4B.7 Montrer que + + + +...=
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5
Exercice 4B.8 Calculer 1—1+1—l+i—i...
2 4 8 16 32
. . e * 1 1 1
Exercice 4B.9 Montrer que la suite (un) définie pour tout neN par: u,=——+——+...+— est
n+l n+2 2n

bornée par I’intervalle {% ;1} .
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Exercice 4B.1

1

On considére la suite (u, ) définie pour tout entier n>1 par up, :1+?+'"+n_2'

1) Justifier que la suite (up, ) est croissante.

, justifier que la suite est majorée.

2) En admettant que pour tout entier k>1 : 1.1 =
k k+1 k(k+1)

3) Que peut-on dire de la suite (u,) ?

: 1 1 1 1 1 1
1) Pourtoutentier n>lpar U, 4—Up=l+Z+. .+ 5+—7> —(1+—2+...+—2j: 5
2 " (n+1) 2 n (n+1)

Donc u. ., —Up >0 < u_., >Up - lasuite (uy) est croissante.

n+1

2) Pour toutentier k>1: k-1<k < k(k-1)<k® < )
k(k-1) k

1 1 1 1 1

Ainsic =<t L e
122 1x2 ' 32 "2x3 ' 777 n? T (n-1)xn

1 1
+ +
1x2 2x3 (n—l)xn

Or pour tout entier kzl:l_ 1 _ 1
k k+1 k(k+1)

1 111 1 1
Ug <l+=—=+——=+..+———
1 2 2 3 n-1 n

1
S Uy <l4+-——
1 n

Donc up <1+

, donc:

= un<2—l<2
n

La suite (up) est majorée par 2.
3) Lasuite (up) est croissante et majorée : elle converge.
La Méici
Exercice 4B.2
Soit la suite (uy ) définie sur N” par : uy, T
NENFIN)

. P 1 1
1) En remarquant que pour tout entier k vérifiant 1<k <n on a N > montrer que up >~/n.
n

2) Déterminer la limite de la suite (up).

1 1

1) La fonction racine carrée est croissante, donc: k<n < \/E < Jﬁ = _k >—.
n

& U 2 <:>Un2\/ﬁ.

Ainsi : u >i+i+ +i n
VRN RN Jn

2) lim /n =+ donc par croissance comparée :  lim up, = +oo
N—+o0 N—+o0
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Exercice 4B.3
1

1 1
n+\/i+n+\/§+m+ i
1) Montrer que, pour tout entier i avec 1<i<n,ona:
1 < 1 < 1
n+Jn n+di n+l
2) En déduire que la suite converge et calculer sa limite.
1) Pour tout entier i avec 1<i<n, on a, la fonction racine carrée étant croissante :

Soit la suite (up ) définie sur N” par : u, =

1<i<n o Ji<di<dn o nedi<nsi<nsdn o —0 >t _ > !
n+v1 n+i n+dn
Ainsi pour tout i >1 : L _SL donc :
n+i n+1
1 1 n . .
Uy < + +o.t < Uy <——<1:lasuite (uy) est majorée par 1.
n+1 n+1 n+1 n+1

1

.. 1 1 1 1 1 1
Ainsi: u, . —Up= + +..+ + - + +
nel N (n+«/i n++2 n++/n n+1+\/n+1j (n+\/i n++2
1

- n+1+\/n +1

Donc u, .4 —Up >0 < u_., >Uy - lasuite (uy) est croissante.

La suite (up) est croissante et majorée : elle converge.

J’_
n++n

2) Pour tout entier i tel que 1<i<n, larelation : ! < 1 = < ! donne
n+J/n n+ii
X ! <Up £nx ! <Up <L
n+dn 0 n+l n+J__ n+1
n nx1 1 . 1 . 1
= = or lim —_O donc lim 1+—==1 et Ilim ——=1
n+\/ﬁ i 1_1_@ 1+7 n—>+oo_\/_ N—>+00 \/ﬁ n—>+ool+i
n Jn Jn
n__ n><11 = 11 or nirp l:0 donc nﬂ)rp 1+£=1 et nI—I>T il:l
n n n

Par encadrement : lim up =1
N—+c0

La Mcci

Exercice 4B.4
1

1 1
Up = + +...+
: n+4/1 n+\/§ n+Jﬁ

1) Calculer les termes uy, u2 et u, (valeur approchée a 1073 pres).

Soit la suite (up ) définie sur N” par :

* n
2) Montrer que Vne N,

) | +J_ n+1

3) En déduire que la suite converge et calculer sa limite.
1

1
Uy =—=—
11+t 2

1)
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Lo L1 1 11 2+J2+43_ 5442 2-42
2 2.1 2442 3 2442 3(2++2) 3(2+42) 2-2

10-5\2+2\2-2 8-32

3(4-2) 6 =0,620
1 1 1
u3_3+ﬁ+3+\/§+3+\/§:0,688
: . 1 n
2) n=1 donc pour tout entier naturel i : n+ﬁ>0 et un2n+\/ﬁ'
n>1 donc pour tout entier naturel i>1 :
Jiz1
= n+\/i_2n+\/i
1 1
n++/i n+1
Ainsi :
1 N 1 . 1 1 1 +i
n+vl n++/2 n+J_ n+l nel el
& up<——.
n+1
On obtient :
n
n+\/_ n+l
n . 1
3) nI—Imoo n+ \/_ nI—IHL]oo—\/H - nI—IHr]oo—l =1
n(1+j 1+ﬁ
n
im, = im, s = i, =1
n(1+j 1+~
n n
Par encadrement : nirpooun =1

Exercice 4B.5  Limite d'une somme
Soit v la suite définie pour tout entier n >1 par :
1 1 1

= \/Zn2 +1+ \/Zn2 +2 o \/2n2 +n

Démontrer que cette suite converge et déterminer sa limite.

Pour tout pe{1;2;..;n} ona:

1 1 1
> D e —
\/an +1 \/2n2+2 \/2n2+n
1 1 1

Ainsi pour tout neN ,ona:

< <..<
\/2n2+n \/2n2+2 \/2n2+1
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. 1 .
D’ou: —_——

Ainsi, d'aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que : _lim vy, = L
n—+o0 ﬁ
La Mcici
. 1 1 1 , . L
Exercice 4B.6  Montrer que 1+— +—+§+... =2 (somme des termes d 'une suite géométrique)
On définit la suite numérique (uy ), Par:
Up =1
1 2 1 3 4-1 221
2 2 2 2 2 2
1131 6 1 7 8-1 2°-1
Uy =l+—F—=—F—=—t—=—=—n 5
2 4 2 4 4 4 4 4 2
1 11 7 1 14 1 15 16-1 2*-1
Up=l+_-+—t+—=—t—=—t—=—=——=—
2 4 8 48 8 8 8 8 2
n+1_1
On peut alors supposer que la suite (un)neN est de la forme : u, = P
Démonstration par récurrence :
0+1_l 2_1
Initialisation : 50 = - =1=uU, : I'initialisation est vérifiée

2n+l _1
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, =

2n
2n+2 _1
—>est-ce que U, = o
n+1 _1
Par hypothese : u,, = on

1
Donc u, . =U, + L —2n+1_1+ 1 _(2n+ _1)X2 1 2™2_p 1 ™2
n+l — N 2n+1_ 2n 2n+1—

2n+1 = 2n+1

2n % 2 + 2n+1 - 2n+1
L’ hérédité est vérifiée.

, . 2n+1_1
Par récurrence, pour tout entier naturel n, (u ) est de laforme : u, =
N /neN n on

n+1
Or lim u, = lim —= lim ——=lim 2-—=2.
N—>-+oo n—>+o 2

Ainsi : 1+1+%+l+...:2
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Exercice 4B.7  Calculer ! + L + 1 + 1 +
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

On définit la suite numérique (uy ), Par:

1 1
ulz—:—’
1+2 3
1 1 1 1 2 1 3
Uy =——+ =—t—=—t—=—,
1+2 1+2+3 3 6 6 6 6
1 1 1 1 1 5 1 6
1+2 1+2+3 1+2+3+4 2 10 10 10 10
y 1 1 1 1 3+1 9+1 10
4~ 1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5 5 15 15 15 15
(n+1)
Or: 1+24+34+44+5+...+N=———=

On reconnait la succession des termes d’addition des entiers :
1 1 1x2 2 1x2 1

Donc : U===1lx== x = ==
3 3 2 2x3 2x3 3
3

1 2><3 2 2x3 2
Uy =—==3x—=
6 6 2 3><4 " 3x4 4
6 1 3x4 2 3x4 3

10 10 2 4x5 4x5 5

n
Et on pose : U, =——
n

+2
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, :L2'
n+
e e 1 1 e e e
Initialisation : U, == =—— : Iinitialisation est vérifiée
3 1+2
g s yer . . n n+1
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel n tel que u, =—— —est-ceque U, ., =—— ?
n+2 n+3
Par hypothese : u, -
n+2
1 1 1 1 1
Uy = + + + ot
142 14243 1+2+3+4 1+2+3+4+5 1+2+43+4+5+...+(n+1)+(n+2)
u. ., =U,+ 1 _ N + 2
M 142434445+ .. +(n+1)+(n+2) n+2 (n+2)(n+3)
_n(n+3) 2 ~n®43n+2  (n+1)(n+2) n+1

(n+2)(n+3)+(n+2)(n+3) - (n+2)(n+3) - (n+2)(n+3) n+3

L’ hérédité est vérifiée.

. : n
Par récurrence, pour tout entier naturel n, (uj, )neN est de la forme : u, =
n+
. n , n . 1
Ainsi lim u, = Iim ——= Iim ————== lim — =1.
n—-+oo N>+ 42 N—>+oo 2 n—-+oo 2
nfl+— 1+—
n n
1 1 1 1
Donc : + + + +.=1

1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5
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Exercice 4B.8 Calculer 1—l+1—l+i—i

4 8 16 32

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison — >

n n
1,1 1,1 1 1_(_3 1_(_3 2 1)
Ainsi : 1-—+=—-—= = |lim Ix————~—= |lim Ix———<—= |im —{1—(—3 }

2 4 8 16 T 327 ot 1 ( 1) N—>-+o0 3 n—-+o0 3

N—+o0

111 1 1 2 N\ 2
l——4=—Z4——— . = lim S|1-|-=| |=%
2 4 8 16 327 n>w3 2 3

Autre méthode plus lente :

1 11 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + (1——]+(———j+(———j...:—+—+—...:—1+—3+—5...
2 4 8 16 32 2 4 8 16 32 2 8 32 20 20 2

n
Or —1<—%<0 donc lim [—%j =0, et par somme et produit :

-
|
I
I
|
|
|
I

: , o ) 1 : 1 1
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 3 et de raison >z =7
n n
1-(1 -1
- 1111 1 .1 4 4 1 4 2
Ainsi : l-—4+=—=+———...= lim =x——=—= lim =x =x—=—
2 4 8 16 32 no>w2 1_} N—>+o0 2 3 2 3 3
4 4
La M¢ici
Exercice 4B.9
Montrer que la suite (u, ) définie pour tout n eN’ par U, = i+L+ +i est bornée par [’intervalle
n+l n+2 2n
5
2
1 1 1 1 1 1 1 1
—Ft—+. i F—=< o+ & —+——+..+4—X<1
n+l n+2 2n n n n n+l n+2 2n
%f—/
ntermes
1 1 1.1 1 1 1 1 1.1
—t——t 22—t —F.t— & —F—— . F—2>—.
n+l n+2 2n  2n 2n 2n n+l n+2 2n 2

ntermes

Donc vne N, %s u, <1.Lasuite (u,) est bornée dans Bl}



