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Limites de sommes de termes
Exercice 4C.1

Montrer que la suite (u,) définie pour tout neN" par :

n2

" (n-1)!
est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 4C.2
Etudier la limite de la suite (uj,) définie pour tout ne N par :
2n
Un =F

Exercice 4C.3
Démontrer les égalités suivantes :

n
1) Y ok=2"1
k=0

n-1
2) Y 2k=2"-2
k=1

2n-1 %_ 2n _1

22 —
kzz(:) J2-1
2n 2n+l
4) Z 22k—1 — 4 1
k=0 6

3)

5) i 2k % 3n—k — 3n+l _ 2n+l
k=0

L K Hn—k

6) (—1) x2'" " =
k=0

on+l _(_1)n+1

2 3 xn +00 XI

Exercice 4C.4 Justifier que lim 1+x+x—+x—+...+—:1+ —=e
N—>+o0 21 3! n! = i!

X
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Exercice 4C.1
2

(n-1)!

Montrer que la suite (u,,) définie pour tout n e N" par u, = est convergente et déterminer sa limite.

Pour tout neN", u, >0.

Uy (N+D)°  (n-1) (1) (-1 (n+1)° 1 (n+)® nP+2n+1 1.2 1

n+l
= X = X = X — = = = Z 4=
u, (n+1-1)1 n? n? n! n> n n’ n® n n® nd
Par somme :
H Una i
lim - =0 et la suite (u,) est convergente.
N—+c0 un

Soit L sa limite :
lim un+1=0><nllm U, & L=0xL < L=0.

n—+o0 —>+00
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Exercice 4C.2

n
Etudier la limite de la suite (u, ) définie pour tout neN" par : u, ==
n

Dans un premier temps, montrons par récurrence que pour tout ne N : 2" >n
Initialisation : pour n=1:
2' =2 donc 2t >1.
Hérédité : supposons qu’il existe un rang n tel que : 2" > n, cela entraine-t-il 2"l s n+1?
- par hypothése : 2" >n
o 2x2">2xn

2n+1

= >n+n>n+1 ->1’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout neN : 2" >n .
On considere un entier naturel pair quelconque N, on peut écrire :
N
> N . , :
22 > > —>la fonction carré est croissante sur [O;+oo[

- (] >(

. N : .
Or lim — =+o0 donc par croissances comparees :
n—+o0 4

n

lim — =+
n—+0 n
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Exercice 4C.3
Démontrer les égalités suivantes :

n
1) Y 2k=2"-1
k=0
n
Mok =2042 4 42"
k=0

On reconnait la somme des (n +1) termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2

n n+1 n+1
Sokop 12 1727 _gna
& 1-2 -1
n-1
2) Y 2k=2"-2
k=1
n-1
Y ok=2ty 22y 2"t
k=1

On reconnait la somme des (n—1) termes d’une suite géométrique de premier terme 2 et de raison 2.

n-1 n-1
Py Py N =2(2"-1)=2"-2
=t 1-2 -1
2n-1 k n

Koa"a

3 22 =

) & V2-1
21 k0 1 2n-1

22=224224 42 2

k=0

On reconnait la somme des (2n) termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2
2n-1 k 2n n n
1-+/2 1-2 2" -1
D 22=1 V2 _

X = =
& 1-V2  1-V2 2-1

2n 2n+l
4) N 2%t = i
k=0 6

n
Aot 282t
k=0

On reconnait la somme des (2n +1) termes d’une suite géométrique de premier terme — et de raison

égale a 4.
2n _p2n+l _p2n+l 2n+l
22k*1=lx1 4 =Ex1 47 _4 1

& 2" 1-4 27 3 6
5) i 2k % 3n—k — 3n+1 _ 2n+1
k=0

n
2K 3k — 90, 3n-0 ol gn-1 92, 3n-2 9N 30N
k=0

Lk K
Za xph" ¥ .
=0

Cela revient & démontrer la formule générale : a"* —b"* = (a—b)

n
Onpose: S=Y a“xb"™*. Ainsi:
=



La Méici

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

n
axSsS = Zak+1xbn_k —alxb"+axb" 4+ .. +a"xp°
k=0

n
et be=Zakxb”‘k+1=a°xb”+1+a1xb”+...+a”xb1.
=0
On obtient :
axS—bx$S :(alxb”+a2xb”‘1+...+a”+1><b°)—(a°xb”+1+a1><b”+...+a”><b1)
< (a-b)xS=a"t-p"
Ainsi ;
n
an+1 _bn+1 — a—b ak an—k
@03
Application :

n n
3n+1 _2n+1 — (3_2) Zsk % 2n—k — Zsk in—k .
k=0 k=0

n n+1 _(_ n+1
I
k=0 3

n
> (—1)k x 2"k = (—1)0 x 2170 +(—1)1 2"+ (—1)n x2tM=pn_ont, 4 (—1)n
k=0

On reconnait la somme des (n+1) termes d’une suite géométrique de premier terme (—l)n et de raison

égalea —2.
Do o 1-(-2)™ 1- (=)™ w2 1+(~1)" x2™1
S (s AR EE o 2
() +(~1)7" x 2™ (FYTe2mt M)
3 3 3
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2 3 n +o0 i
Exercice 4C.4 Justifier que lim 1+ N ETAT SR P )_(—:ex
e n—>-+00 21 3l nt o &l
On pose la fonction :
x> X X"
f(X)=l+x+—+—t+—
2! 3! n!
On constate que :
f(0)=1
Sa dérivée est :
2 n-1
f '(x):0+l+§+3i+...+ ke
2! 3l n!
2 Xn—l

X

f'(X)=1+xX+—+..+
(%) 2! (n-1)!

On remarque que par passage a la limite :

lim f'(x)= lim f(x) eton voit venir la fonction exponentielle car f (0)=1.
N—-+00 N—>+o0
Dans notre étude, on obtient :

Xn

f'(x)="f(x)-—

n!



nt’
X XX XX...XX X X X
_— = = X—X..—
nt 1x2x..xn 1 2 n

X étant un réel donné, par passage a la limite, on obtient :

Or:
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La fonction égale a sa dérivée et prenant la valeur 1 au point d’abscisse 0 est la fonction exponentielle :

X
lim ==0
n—+w n
x" X X X
et lim —= lim =x=x..==0
N—-+4o0 n! n—>+ool 2 n
Ainsi :
lim f(x)-f'(x)=0
lim £ (x) - £'(x)
< lim f(x)= lim f'(x).
n—+o0 N—-+c0
2 3 n +00 /|
) X X X X
im 1+ X+ —+— 4. +—=1+> —=¢*

N—>+0 2! 3! n! = i!




