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Problémes sur les suites
Exercice 6C.1
Soit le nombre a=1,714714714... comprenant une partie décimale illimitée de période 714.
En utilisant a, =1,714714714... 714 , le nombre comprenant n périodes, écrire a sous la forme P ou p et
q

g sont deux entiers naturels non nuls.

Exercice 6C.2
La suite u est définie sur N par :
_2n% -3sinn
f n+1

1) Donner une valeur approchée de u,, et Uy, .
Que peut-on conjecturer concernant une limite éventuelle de la suite u ?
2) Prouver que pour tout entier naturel n :
2 2
2n2 _3§un < 2n2 +3.
n°+1 n°+1
En déduire la limite de la suite u.
3) a) Justifier que pour tout entier n :
-5 1
<u,-2< :
n2+1" " n?+1
b) A partir de quel rang N est-on certain que pour tout entier n> N, la distance entre u,, et 2 est

inférieure 2 107> 2
c) A-t-on pour tout entier n>N, u, <2 ?

Exercice 6C.3
On considere la suite u définie par :

Uy, =0, u; =1 et pour tout entier n>0, un+2:%u 1t

3“”

n+

et les suites v et w définies pour tout entier naturel n par :
2
Vo =U ., —U, et w, =un+1+§un :

1) Démontrer que la suite v est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.
2) Quelle est la nature de la suite w ?
3) En déduire I’expression de w,, en fonction de n.

4) La suite u converge-t-elle ?

Exercice 6C.4 VRAI ou FAUX
On considere une suite u positive et la suite v définie sur N par :

u
v, =—2—.
1+u,

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1) Pour tout entier naturel n, 0<v, <1.

2) Si la suite u est convergente, alors la suite v est convergente.
3) Si la suite u est croissante, alors la suite v est croissante.
4) Si la suite v est convergente, alors la suite u est convergente.
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Exercice 6C.5

Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.
a"—b"

On considére la suite (u, ) définie pour toutn e IN par : up =
a +

a ) Quelle est la limite de la suite (u, ) lorsque a=b?

: . : a o - .
b ) Exprimer u, en fonction du quotient — . En déduire la limite de la suite (un) lorsquea<b?

¢ ) Quelle est la limite de la suite (un) lorsque a > b ? Justifier la réponse.

Exercice 6C.6
- : e . 4up -1
On considere la suite (up ) définie sur N par u, =6 et larelation: u_ ., = ﬁ

1. Déterminer la fonction f telle que : Upg= f (un)et montrer que 1I’équation f (x) =X aune solution a..

Montrez que f est strictement croissante sur ]—2;+oo[ )
Placer Ug: Up» Uy, Ug, Uy, Ug, Ug, sur I’axe des abscisses du graphique joint en annexe, sur lequel est

tracé la courbe représentative de f.
Aucune justification n’est demandée mais on laissera les traits de construction.

4. Donner une conjecture sur la convergence de la suite (up ).
1
uy -1

5. Onpose: pourtout neN: v, =

: : _1
Montrer que : pour tout neN: v = §+vn

6. a. Donner une expression de vy, en fonction de n.
b. En déduire une expression de up, en fonction de n.

7. Démontrer que la suite (un) converge vers un nombre que 1’on précisera.

/ 1 2 3 4 5 & 7
Exercice 6C.7
On considére les suites (uy, ) et (v,) définies par :

Up=-1 vy =4

3 pour tout ne N et 3 pour tout ne N
:gun+2 v :gVn+2
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1) Deémontrer par récurrence que pour tout ne N, ona U, <V,,.

2) Silessuites (u,) et (v,) ontdes limites finies L et L’, que peut-on dire de L et L’ ?

3) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de chacune des suites.

Exercice 6C.8

n+1
2n+sinn
1) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de la suite (uj,).

On considére la suite (u, )définie pour n>1 par u, =

2) Deémontrer que pour tout n>1, on a %< Uy, - (On dit que la suite (un) est minorée par %).

3) Deémontrer qu'a partir d'un certain rang, on a u, < %+1.
n

e . 1
4) Justifier que nl_'ffooun =5

Exercice 6C.9

- , e 3n-1
On considére la suite (u, ) définie par u, = T
—+
1) Donner, en utilisant une calculatrice, des valeurs décimales approchées de U, Uy, ..., Uy €t Ujyg .

2) Montrer que pour tout neN ,ona —-1<u,<3.
On dit que la suite (uy ) est minorée par —1et majorée par 3.
3) Etudier le sens de variation de la suite (u, ).
4) Démontrer que pour n suffisamment grand on a u,, >2,999.
Que peut-on penser de la limite de (u,) ?

Exercice 6C.10

— : g 1
On consideére la suite (u, ) définie par uy =0 et u S Un +1 pour tout neN.

n+l —
1) Calculer ug, u,, u,, u, et uz. Placer les points correspondants sur une droite graduée.

2) Démontrer que la suite (u, ) est majorée.

3) Démontrer que la suite (u,) est croissante.

4) justifier que la suite (un) a une limite finie. Que peut-on penser de la valeur de cette limite ?

Exercice 6C.11
On considere la suite (u, ) définie par uy =1 etpourtout neN : u_, =./2u, +3.

1) Donner des valeurs approchées a 1073 presde U, Uy, ..., Uy,.

2) Démontrer que pour tout neN : 0<u, <3.

3) Démontrer que la suite (u,) est croissante.

4) Justifier que la suite (un) a une limite finie. Quelle est cette limite ?
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Soit (u,) et (v, ) les suites définies, pour tout ne N par :

1)

2)

3)

1
Uu=9, U, =-U-3 et  V,=U,+6

a) Montrer que (vn) est une suite géométrique a termes positifs

n n
b) Calculer lasomme S,=" v, puis lasomme S'h= u,
k=0 k=0

c) Déterminer les limites de (S,) et (S'y).
On définit la suite (wp, ) par Wy =Invy , pour tout entier neN.

Montrer que (wy, ) est une suite arithmétique
n
Calculer "= Z w, et déterminer la limite de (S")
k=0

Calculer le produit Py =V xV; x...xVy, en fonction de n

En déduire la limite de (Py).
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CORRIGE - Notre Dame de La Merci — Montpellier — M. Quet
Exercice 6C.1  Soit le nombre a=1,714714714...

En utilisant a, =1,714714714... 714, le nombre comprenant n périodes, écrire a sous la forme P ou p et

g sont deux entiers naturels non nuls.
714 N 714 714

“+...+
103 10° 1030
1+ 714( t, .2 j

108 106 g

2 n
=1+714 %+( 13j +.. +( 13j
10 10 10
On reconnait dans la parenthése la somme des n premiers termes d’une suite géométrique (un) de premier

i?’et de raison g = is . Ainsi :
10 10

)
1 M3
an =1+ 714x 10

X
103 1— 1
3
10

1 n
1—| —
14 103

=1+ T000 1000 1

terme Ul =

1000 1000
1 n
1_
_q T4 103
1000 999
1000
n
999 10°
Ainsi: a< lim 1+Ex L 1 1y 714 999 714 1713 571
n—>+0" 999 108 999 999 999 999 333
La M( rci
Exercice 6C.2
2_ .
La suite u est définie sur N par :u, =w.
n°+1
2x10% —3xsin10 2x100% —3xsin100
1) U, = =199 et U, = ~1,99995
) Yo 10% +1 100 100% +1

Il semble que lim u, =2.
N—>+o0

2) On sait que pour tout reel n,on a:
-1<sinn<1
< 3>-3sinn>-3
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2n?+3 _ 2n?—3sinn_ 2n®-3
> >
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n?+1 n?+1 n?+1
2n? -3 2n° +3
& — <up <=
n-+1 n“+1
2—% 2+ 32
n n
SN T <Un <
1+~ 1+—
n n
Or lim izzo donc lim 2—%: lim 2+%:2 et lim 1+i2:1.
N—+w n N—+0 n N—+0 n N—+o0 n
2—% 2+i2
Par quotient : lim — 11— = lim — =2 et par encadrement: lim u, =2
n—>-+oo 1 n—-+oo n—-+oo
2 T2
n n
. 2n? -3 2n% +3 2n? -3 2n% +3
3) a) On sait que <u, < = -2<u,-2< -2
) @) f n?+1 n n%+1 n+1 A n?+1

n2_3 2(n2+1) <2n2+3 2(n2+1)

<u,—-2<
n+1  n%+1 " n“+1  n®+1
2n2—3—2(n2+1) 2n2+3—2(n2+1)
= 5 <u,—-2< 5
n-+1 n-+1
2n? -3-2n°-2 2n? +3-2n° -2
5 <u,-2< >
n°+1 n-+1
& = <y, -2<
n+1- " n?+1
b) La relation 2_5 <u,-2< 21 donne : Ju, —2|<|5—| < |u,—-2|<—
n-+1 n-+1 n°+1 n°+1

Ainsi ;

<102 o 5<1o—3(n2+1) o 2 <n?+1 o 5000-1<n? < +/4999 <n
n?+1 10°°

Soit n>70,7 : & partir du 71°™ rang.

2[,_8sinn)  3sinn

_2n?-3sinn n2 n2
C) U,= a = 1 = 1

+ n2 [1—!— J 1+7

n2 n
Le dénominateur est strictement positif

3 3sinn_ 3
z2—

Or -1<sinn<l © —-—52-————2
n n n
3sinn | ) .. . , . s .
———— n’est pas toujours négatif donc la suite (un ) n’est pas toujours inférieure a 2.
n

La Mcci
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On considere la suite u définie par :u, =0, u, =1 et pour tout entier n>0, u,_, :%un+1 +§un et les suites

v et w définies pour tout entier naturel npar: v, =u, ., —U, et w,=u +gu
p p - 'n T HYnal n n— “n+l 3n'

1) Démontrer que la suite v est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.
2) Quelle est la nature de la suite w ?
3) En déduire I’expression de W, en fonction de n.

4) La suite u converge-t-elle ?

2

1 2 2 2 2
-u :§un+1"'_un_u =-3zU 1+_un:_§(un+1_un):_§vn

1) v u n+1 3 n+1 3 N+ 3

n+l = Yn+2

: o : 2 : 2"
La suite (v, ) est géométrique de raison g =3 et de premier terme vy =U; —Uy =1 : v, =(—§j :

2 2 2w lasu
1+ 73U+ 3 Ung = Upag +3Un = Wy lasuite (w,) est constante.

=u +2U
n+2 3

2) w, 3 n+1:§un+

n+1

. . . 2
Tous les termes de la suite (w;, ) sont égaux au premier terme : Wy =Uu, +—U, =1
3

3) Pour tout entier n, w, =1
Premiere méthode :

w, =1 < un+1+§un=1 = un+1:—§un+1

n n
—1<—Z<1 donc lim [—gj =0et lim 1—(—% =0
3 N—>+00 3 N—>+00 3
Par produit:  lim un:§x1:0,6
N—+o0 5
Deuxiéme méthode : il faut étre observateur :
2 2 5
Vi =Wy = (Upyy —Up ) = Unar F3n | = s ~tn ~Unyg 73 U0 =75t
2 n
Orv,—-w,=--| -1
- =(-2]

n n
_1<_E<1 donc lim [_Z =0et lim1- _E =0
3 3 3

N—+o0 N—+o0

Par produit: lim u, :§x1:0,6
N—+c0 5



Exercice 6C.4 VRAI / FAUX

On considére une suite u positive et la suite v definie sur N par : v, =

1)

2)

3)

4)
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Un
+Up,

Pour tout entier naturel n, 0<v, <1 ?
Un 1 1 1 1

V., = =U, X = —X = —
"1+u, " 1+u, 1 14y, 1
n n = n =41
Uy Uy

Or pour toutn: u, >0 < i>O = i+1>1 < 0< <1:VRAI

Un Un

1
1
—+1
un
Si la suite u est convergente, alors la suite v est convergente ?
Un contre exemple existe :

si lim u,=-1,alors: lim u,+1=0 etlasuite (v,) diverge.
N—-+o0 N—>-+o0
Or tous les termes de la suite (u,, ) sont positifs, donc cette situation est ici inenvisageable
Une démonstration est nécessaire :

Par hypothese : il existe un réel L positif tel que lim u, =L d’ou lim 1+u, =1+L
n—-+oo N—>-+00

L u L ) . . e L
Ainsi : lim ——=——— | étant positif, le rapport L est toujours défini : lim v, L
n—>+ol4+u, 1+L 1+L N—>-+0 1+L

- VRAI
Si la suite u est croissante, alors la suite v est croissante ?
Si la suite (uy ) est croissante : u,,; —u, =0

Uni1 U, _ Uny1 (1+Un) Un (1+un+l) _ Un4g T Unpg XUpg —Up —Up XU, 4

net ~ Vn 1+u_, 1+u, (1+un+1)(1+un) (1+un)(1+un+1)_ (1+Un)(l+un+1)

Uns —Un
(1+uy)(1+u,,)
Le dénominateur étant positif, u_ ., —u, =0, ainsi v ,; —v, >0 et lasuite (v,) est croissante: VRAI

V

Si la suite v est convergente, alors la suite u est convergente ?

Soit L la limite de la suite (v, ): lim v, =L.

: u
La relation v, =—"— donne :

1+u,
. up, . . . . L
lim =L < limu,= lim L(1+u,) < limu,—Lu,=L < lim u,=—-
n—>+o0 ] 4 up N—>-+o N—>-+o0 N—>+o0 N—-+o 1-L
Si la suite (v,) converge vers 1, alors la suite (u,) diverge vers linfini, selon le signe du

dénominateur
->FAUX

La Mcci

Exercice 6C.5 Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.

On considére la suite (u, ) définie pour toutn € N par: up =

a" —p"
a+p"

a) Quelle est la limite de la suite (up) lorsque a=b?
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b) Exprimer up, en fonction du quotient % . En déduire la limite de la suite (u,) lorsque a<b ?

c) Quelle est la limite de la suite (un) lorsque a > b ? Justifier la réponse.
n_wn

. a .
a) Sia=b, alors pour tout neN, ona up =—g—— =0 etdonc _lim u,=0
a +b N—-+o0

b) Pour tout neN, ona:

n n
(2 _1] a a) _
ah b (b” J_b”_l_[bj '
ot ()

Uh="m—n~= n = = A
a +b nla
b [bn+1j b—+1 +1
n
. a . a
Sia<b,alors =<1 etdonc lim (—j =0
b N—-+o00 b

On en deduitque _lim up =-1
N—+0
c) Pourtout neN, ona:

bn n b n
n b

a |l-— _ 1-| =
_a"-p" ( anj ! al _ (a)

Uh=—m—m~ n n - n
a a a

n
Sia>b, alors E<1 etdonc lim (Ej =0
a n—+w| g

Onen déduitque _lim up =1
N—>+c0

Exercice 6C.6

. : P . 4up -1
On considere la suite (up) définie sur N par uy =6 et larelation: u_, , =—"
Up +2

1. Déterminer la fonction f telle que : Ui = f (un)et montrer que l’équation f (x): X a une solution

Montrez que f est strictement croissante sur ]—2;+oo[ )
Placer Ug Uy, Uy, Ug, Uy, Ug, Ug, sur [’axe des abscisses du graphique joint en annexe, sur lequel est

tracé la courbe représentative de f.
Aucune justification n’est demandée mais on laissera les traits de construction.

4. Donner une conjecture sur la convergence de la suite (U ).
1

5. Onpose : pourtout neN: vy = .
up -1

: : _1
Montrer que : pour tout ne N: Vil = §+vn

6. a. Donner une expression de vy, en fonction de n.
b. En deduire une expression de uy, en fonction de n.

7. Démontrer que la suite (Un ) converge vers un nombre que l’on précisera.
n &g q p
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4x-1
X+2

1. Pourtout xeRR/{-2},ona: f(x)=

Résolvons I’équation f (X) =X

Par équivalence successive on a :

4x -1

=X
X+2
4x—1=x2 +2x
0=x%+2x—4x+1
x2 —2x+1=0
(x-1)°=0
x=1

2. festdérivable sur |-2;+oo] en tant que fonction rationnelle définie sur cet intervalle.
Pour tout x € |-2;+o0[ ona:
, 4(x+2)—(4x-1)x1 4x+8-4x+1 9
f(x)= 2 = 2 - 2
(x+2) (x+2) (x+2)

Il est clair que pour tout x € ]-2;+c0[ ona: f'(x)>0

Par conséquent f est strictement croissante sur ]—2;+oo[ .

3.
|
]
1
2.5 1 i
1
1
]
21 | I
1 1
1 1
! 1 I
1.5 o ' |
11 1 1
NI 1 I
i ! 1 1
1 g ! 1 1
g ! I I
g ! I |
,:| 1 : 1 I
05| e !
|:I 1 : : 1
1
0 : :': ! 1 1
of o5 1 5 2 25 35 4 45 5 55 6
654u3U2 Ui Uo
4. 1l semble que (up) converge vers 1.
5. Pourtout neN ona:
N S S 1 - 1 1 up+2
n+1 U, —1 4un—1_1 4un-1 up+2 4up-1-up-2 3up-3 3(u,-1)
Up +2 Uy +2 Up+2 Up +2 Up +2

L N 3 _1+ 1 :1+v
" 3(up-1) 3(up-1) 3(up-1) 3 up-1 3 "
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. o : : 1 1 1
6. a. Ainsi (vp) est une suite arithmétique de raison L etde premier terme Vv, = ===
3 up—1 6-1 5
Par conséquent : pour tout neN ona: vy =V, +lep-ln_snes
3 5 3 15
b. Ona, pourtout neN :
. 1
"Tu, -1
Vp xUp =14V
1+vy 1 1 15 15 5n+3 5n+18
Up = =—+1= +1= +1= + =
Vhn o Vp Sn+3 5n+3 5n+3 5n+3 5n+3
15
7. Ona: lim v, =40
N—+00
- .1 :
Onendéduitque lim —=0 donc lim u,=1
nN—+o0 y N—>+o0
La M¢Fci
Exercice 6C.7
On considére les suites (u, ) et (v, ) définies par :
Up=-1 Vo =4
3 pour tout neN et 3 pour tout ne N
un+1:gun+2 Vn+1:§Vn+2

1) Démontrer par récurrence que pour tout ne N, ona u, <V, .
Initialisation : u, =-1 et v, =4 donc u, <V, : elle est vérifiée.
Héredité : Supposons qu’il existe un rang n tel que U, <V,,.
->ceci implique-t-il que 'on ait : U, ;3 <V, ?

Par hypothese : Uy, <Vj,

3 3
= gun <gVn

< gun+2<§vn+2

< Uy q <V, : Phérédité est vérifice.

Ainsi par récurrence, pour tout ne N, ona U, <V, .
2) Si les suites (Un) et (Vn) ont des limites finies L et L’, que peut-on dire de L et L’ ?
Si limu,=L etsi limv,=L"alors L<L"
N—>+00 nN—+o0
3) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de chacune des suites.
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rang

1

2 0
3 1
4 2
5 3
6 4
7 5
8 6
9 7
10 8
1 9
12 10
13 11
14 12
15 13
16 14
17 15
18 16
19 17
20 18
21 19
22 20
23 21
24 22
25 23
26 24
27 25
28 26
29 27
30 28
31 29

Exercice 6C.8
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Les suites (uy, ) et (v, ) semblent toutes deux converger

suite (Un rang suite (Vn)
-1 0 4
14 1 4.4
2.84 2 4.64
3,704 3 4.784
4,2224 4 4.8704
4.53344 5 4.92224
4,720064 6 4953344
4.8320384 7 4.9720064
4,89922304 8 4.98320384
4939533824 9 4.989922304
4.963720294 10 4.993953382
4978232177 11 4,996372029
4.986939306 12 4.997823218
4.992163584 13 4,998693931
4,99529815 14 4.999216358
4.99717889 15 4.999529815 Vers Ia Valeur 5'
4,998307334 16 4,999717889
4.9989844 17 4.999830733
4,99939064 18 4.99989844
4.999634384 19 4.999939064
4.99978063 20 4.999963438
4.999868378 21 4,999978063
4999921027 22 4.999986838
4.999952616 23 4.999992103
4.99997157 24 4.999995262
4.999982942 25 4.999997157
4.999989765 26 4,999998294
4.999993859 27 4.999998977
4.999996315 28 4.999999386
4,999997789 29 4,999999632

La MCici

N . - n+1
On considere la suite (uj, )définie pour n>1 par u, = —————.
2n+sinn
1) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de la EE - IECEEREEES e
i [Dp:' - fimestt o ER Copier - i
SUIte (un ) . coller E;B'Repmduwe\a miseenforme | & T E "RE:’“'“"E'”“‘“W’”“E
Par lecture du tableur ci-contre, la suite semble """ . n
l A [ C A B
converger vers la valeur =. I a| 7| o.soassasse
2 2 1 0.703860786 72 71 0.503668897
l 3 2 0.611085404 73 72 0.506052445
A 4 .65 5 72 73| 0,509209718
2) Demontrer que pour tout n>1, on a E <Up. i j 32;;232222 7 74| 0.510152533
6 5 0.663637844 76 75 0,507979902
A A . B 1 7 6 0.597239839 77 76 0.504699249
(On dit que la suite (uy ) est minorée par > ). Bl 7 osessiame m 7l oS
10 9 0.543120554 80 79 0,507756336
On remarque que A s R
-1<sinn<1 et 2(” +1) =2n+2 3 2 055405376 5 82| 0.505132792
14 13 0.520898239 84 83 0,503089314
Ainsi: =-1<sinn<1 15 14 051740896 85 84| 0.503753884
) - N I 15 0522017936 & 85| 0.506406858
& 2n-1<2n+sinn<2n+1 I 16 0536073038 o 86| 05085443
- 18 17 0.544817233 88 87 0,508147152
< 2n—-2<2n-1<2n+sinn<2n+1<2n+2 19 18 0.539022180 5 88| 0.505580133
- 20 19 0.524248083 20 89 0.503186655
< 2n-2<2n+sinn<2n+2 2 20 0513284973 ot 90|  0.503057048
22 21 0.513578842 92 91 0.505200303
1 l 1 23 22 0,522832449 93 92 0.507585029
& 2 — 2> 2 23 0531516967 5 03| 0507966103
2n—-2 2n+sinn  2n+2 2 24 0,530848434 os 94| 0.505979215
26 25 0,521380111 96 95 0,503452685
n + 1 > n +1 n +1 27 26 0.511726512 97 96 0.502633416
< - H - 28 27 0.509495023 9 97 0.504168113
2n - 2 2n + Sln n 2n + 2 29 28 0.515364016 20 98 0.506584011
30 29 0.523228137 100} 99 0,507612169
Ry n—_'_]- 2 un 2 1 31 30 0,525317166 101 100 0.506281819| -
2n—-2 2
. L, 1
La suite (uy, ) est minorée par >
. N - . 11 n+2
3) Démontrer qu'a partir d'un certain rang, on a u,, < SES S U<
n n
< n+1 <n—1+2 n-1 2 1 1 <1 1
u, <—— u, < ——— Uy < ——+—— Uy <=+—— & U, <=+=
2n—-2 2n-2 2n-2 2n-2 2 n-1 2 n
-1<sinn<1

e

2n-1<2n+sinn<2n+1
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1 S 1 s 1

2n-1 2n+sinn  2n+1

n+1 n+1 n+1 n+1 1
> — > = >U, ==
2n-1 2n+sinn 2n+1 2n-1 2
n+2)(2n-1 n+1)x2n
Etude de (ng_ n+l _n+2 n+l _(n+2)(2n-1) (n+1)x
2 n) 2n-1 2n 2n-1 2n(2n-1) 2n-1

3 2n2—n+4n—2_2n2+2n
2n(2n-1) 2n-1

B 2n? —n+4n-2-2n%-2n

2n(2n-1)
_ n-=2
2n(2n-1)
Pour n>2 : 1+1 _n+l >0
2 n) 2n-1
n+1 1 1 . n+1 1 1
Donc <—+= soit: u,< <—+-—.
2n-1 2 n 2n-1 2 n
- . 1
4) Justifier que nl_'ffooun =5
lim 1:0 donc lim l+1:1
N—-+ n n—>+0 2 n 2
D’apres le théoréme des gendarmes :  lim u, :1.
N—>+00 2
La Mfci
Exercice 6C.9
On considére la suite (uy, ) définie par u, = 3n _11.
+

1) Donner, en utilisant une calculatrice, des valeurs décimales approchées de U, Uy, ..., Uy €t Ujq,.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 100
U -1 1 |1667| 2 22 2333|243 | 25 | 25 | 26 | 2,64 | 2,96

2) Montrer que pour tout neN ,ona -1<u,<3.
3n-1_3(n+1) 3n-1 3n+3-3n+1_ 4

3-u,=3- = donc 3—-u, >0 et u, <3
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

un_(_l)ZBn—1+1:3n—1+n+1:3n—1+n+1: 4n donc u,+1>0etu,>-1
n+1 n+l n+1 n+1 n+1

Pour tout neN ,ona —1<u, <3 : lasuite (u,) est minorée par —1 et majorée par 3.
3) Etudier le sens de variation de la suite (u, ).

_3x-1
X+1
Cette fonction est dérivable sur [O;+oo[ comme quotient de fonctions polynémiales.

£(x) 3(x+1)-(3x-1)x1 3x+3-3x+1_ 4

(x+1)° (x+1)°  (x+1)
La dérivée est strictement positive donc la fonction est strictement croissante sur [0; +oo[.

La fonction associée a cette fonction est : f (x)

Vxe[0;+0o :
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La suite (u, ) est strictement croissante.

4) Démontrer que pour n suffisamment grand on a u, > 2,999.
Que peut-on penser de la limite de (uy, ) ?

U _3n-1_3(n+1)-4 _ 4
" n+l n+1 n+1
4 4 4
u,>299 < 3-——>299 < 3-299>— < 0,001>—
n+1 n+1 n+1
1 n+1 4

<n+l1l < 4000<n+1 < 3999<n

<— &
0,001 4 0,001

Ainsi si n>3999 : u, >2,999.

Cette suite croissante majorée semble converger vers la valeur 3.
pl °
La M¢rci

Exercice 6C.10

1
—Uu, +1 pour tout neN.

On consideére la suite (u, ) définie par u, =0 et u = >

1) Calculer u;, u,, ug, U, et Us. Placer les points correspondants sur une droite graduée.
u=1, u=5 , u;=17 , u,=1875 , u;=19375

uo U1 u:z us u4 Us

*
0

=X

N LY.
01 02 03 04 05 06 07 08 09 111 12 13 14 15 18 17 18 ‘197 2

2) Démontrer que la suite (u, ) est majorée.

Lors d’une expression de suite par récurrence, il est habituel de tester une démonstration par récurrence
Il semble que la suite soit majorée par la valeur 2.
Initialisation : u; =0 donc u, <2

<27?

Héredité : supposons qu’il existe un rang n tel que : u, <2 ; cela implique-t-il que u,,, <

Par hypothése : U, <2
1

<& —uy £1x2
2 2

= 1un +1<1+1
2

< U, g <2 : Phérédité est vérifiée.
Par récurrence pour tout entier n : u, <2 donc la suite (uj, ) est majorée par la valeur 2.

3) Démontrer que la suite (u, ) est croissante.

Un.q —Un =[%un +1]—Un =—%un +1

Oru,<2 < —%UHZ—EXZ = —%un+12—1+1 = —%un+120

Ainsi @ u,,; —u, >0 donc la suite (u,) est croissante.
4) Justifier que la suite (u,) a une limite finie. Que peut-on penser de la valeur de cette limite ?
Toute suite croissance majorée admet une limite finie. Donc la suite (u,, ) admet une limite L.

mu, .,=L

limu,=L ic i =
Sachant que lim u, ,onaaussi: lim u,,
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La relation de recurrence u,, = %un +1 permet de penser que : L= % L+1 & %L =1 & L=2.

On peut penser que nI_|)r11ooun =2.

Exercice 6C.11 On consideére la suite (u,) définie par u, =1 etpourtout neN : u. = \/m
1) Donner des valeurs approchées a 1073 presde Uy, Uy, ..., Uy,.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Uy 1 2,236 | 2,734 | 2,910 | 2,970 | 2,990 | 2,997 | 2,999 3 3 3
2) Démontrer que pour tout neN : 0<u, <3.
Initialisation : u; =1 donc 0<u, <3
Herédité : supposons qu’il existe un rang n tel que : 0<u, <3 ; cela implique-t-il que 0<u,,, <3 7?
Par hypothése:  0<u, <3
& 2x0<2xu, <2x3
< 0+3<2u,+3<6+3
& B<f2u,+3<\0 car la fonction racine carrée est une fonction croissante
< 0<+B<u, <3
Par récurrence, pour tout neN : 0<u, <3.
3) Démontrer que la suite (u,) est croissante.
2
- =W—Un :<\/m_un)x(‘/2un+3+un):(«/2un+3) —un2 i —Un2+2un+3
(\/m+un) ( 2un+3+un) (\/meUn)
Or 0<u, <3 donc le dénominateur est positif.
Considérons le trinéme —x? +2x+3.
Son discriminant est A =22 —4x(-1)x3=4+12=16=4%,
Ses racines sont xlzﬂ:_—G:S et x, _evh 2y
2x(-1) -2 2x(-1) -2
Les résultats sur le signe d'un trinbme du second degré permettent alors d'affirmer que pour tout
xe[-1;3] : —x* +2x+3>0.
Or 0<u, <3 donc u,e[-1;3] et —u,*+2u,+3>0.
Ainsi pour tout neN : u,, —u, >0 et la suite (u,) est croissante.
4) Justifier que la suite (u,) a une limite finie. Quelle est cette limite ?

La suite (uy, ) est croissante et majorée par 3, donc (u, ) a une limite finie.

Sachant que niToou” =L , larelation de récurrence u_, =./2u, +3 permet d’obtenir la relation :
L=v2L+3 & L?=2L+3 < L*-2L-3=0

Son discriminant est A= (—2)2 ~4x1x(-3)=4+12=16=4%,

: -(-2)-4 - —(-2)+4
Ses racines sont L :&:—2:—1 et L, :ngza
2x1 2 2x1 2
La suite (u, ) étant minorée par 0, sa limite est nécessairement positive.
La Mcici

Onadonc lim u,=3.
N—+00
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Exercice 6C.12

Soit (u,) et (v,) les suites définies, pour tout ne N par : Up=9, Uy, :%un ~-3 et V,=U,+6.
1) a) Montrer que (v,) estune suite géométrique a termes positifs
n n
b) Calculer lasomme Sy=> v, puis lasomme S',=>" u,
k=0 k=0
c) Déterminer les limites de (S,) et (S'y).
2) On définit la suite (wp, ) par Wy =Invy , pour tout entier neN.

Montrer que (Wp,) est une suite arithmétique
n
Calculer S",=)" w, et déterminer la limite de (S",)
k=0

3) Calculer le produit P, =vyxVv; x...xvy en fonction de n
En déduire la limite de (Py).

1 1 1 La M¢ici

1
1)a) v +6==Un—-3+6==Un+3==(Un +6)==V,
) 2) 5 Un S Un+3=2(un+6)="vp

nel = Ynn

. s . 1
donc (v, ) est une suite géométrique de raison q = > et de 1°" terme v, =U, +6=9+6=15

ainsi, pour tout ne N, vp, :15><2in , ainsi pour tout ne N, (Vn) est a termes positifs

. (1)n+1 . 1
n _g"tL Y T on+l
b) Sp= 3 Vi =V :15><2—:15><2—:30(1— n1+1j
k=0 1-q 1_1 1 2
2 2

S = Zn: Uy =(Vy—6)+(Vy=6)+..+(Vn —6) =Sy —6(n +1)=3o[1— 2n1+1j—6(n +1)

S'n=30—ﬂ—6n—6:24— 30 —6n=6|4- > -n
on+1 on+1 on+1
1 1 1 I .
c)Ona: 0<=<1 donc 0<=<1_Ilim =0 , ainsi: lim S, =30
2 2 " nS3te on+l N—>+00
et lim Sy = “TLOO[S” ~6(n+1)|=-
v 1 La M¢ci
— n+l _ — e
2) Wi —Wn=InV, - InVn_InV—n_InE_—InZ
donc (W, ) est une suite arithmétique de raison r = —In2 et de 1° terme :

W, =InV, =In15
ainsi: Wy =W, +nr=In15-nin2
In15+In15-nin2 (n+1)(2In15-nin2)
2 2

W, +W,
Sn:WO+W1+...+Wn:(n+l)OT:(n+l)
ona: _lim n+l=+c0 et _lim (2In15-nin2)=
N—>-Fco N—>+0
Donc _lim S", =-o
N—-+00

3) oncherche P, =VyV,..Vj,
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or S =InVo+InV +...+ IV, =In(VyV;..Vy ) =InP,

donc Py =e5n avec _lim S'h =—©
N—+00
donc, en posant X =S8",
lim P,=_lim €>"=_lim eX=0
N—-+co N—-+c0 X——o0

La M¢ici



