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Problèmes sur les suites 

Exercice 6C.1 

Soit le nombre a = 1,714714714… comprenant une partie décimale illimitée de période 714. 

En utilisant na 1,714714714… 714 , le nombre comprenant n périodes, écrire  a  sous la forme 
p

q
 où p et 

q sont deux entiers naturels non nuls.  

 

Exercice 6C.2 

La suite u est définie sur  par : 

 
2

2

2 3sin

1
n

n n
u

n





. 

1) Donner une valeur approchée de 10u  et 100u . 

Que peut-on conjecturer concernant une limite éventuelle de la suite u ? 

2) Prouver que pour tout entier naturel n : 

 
2 2

2 2

2 3 2 3

1 1
n

n n
u

n n

 
 

 
. 

En déduire la limite de la suite u. 

3) a)  Justifier que pour tout entier n :  

 
2 2

5 1
2

1 1
nu

n n


  

 
. 

b)  A partir de quel rang N est-on certain que pour tout entier n N , la distance entre nu  et 2 est 

inférieure à 310  ? 

c)  A-t-on pour tout entier n N , 2nu   ? 

 

Exercice 6C.3 

On considère la suite u définie par : 

 0 0u  , 1 1u   et pour tout entier 0n  , 2 1

1 2

3 3
nn nu u u    

et les suites v et w définies pour tout entier naturel n par : 

 1n nnv u u     et   1

2

3
n nnw u u  . 

1) Démontrer que la suite v est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison. 

2) Quelle est la nature de la suite w ? 

3) En déduire l’expression de nw  en fonction de n. 

4) La suite u converge-t-elle ? 
 

Exercice 6C.4   VRAI ou FAUX 

On considère une suite u positive et la suite v définie sur  par : 

 
1

n
n

n

u
v

u



. 

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? 

1) Pour tout entier naturel n, 0 1nv  . 

2) Si la suite u est convergente, alors la suite v est convergente. 

3) Si la suite u est croissante, alors la suite v est croissante. 

4) Si la suite v est convergente, alors la suite u est convergente. 
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Exercice 6C.5 

Soit a et b deux nombres réels strictement positifs. 

On considère la suite  nu  définie pour tout n  IN par :  





n n

n n n
a b

u
a b

 

a ) Quelle est la limite de la suite  nu  lorsque  a = b ? 

b ) Exprimer nu  en fonction du quotient  
a

b
 . En déduire la limite de la suite  nu  lorsque a < b ? 

c ) Quelle est la limite de la suite  nu  lorsque a > b ? Justifier la réponse.  

 

Exercice 6C.6 

On considère la suite  nu  définie sur  par 0
6u   et la relation : 

1

4 1

2

n
n

n

u
u

u





 

1. Déterminer la fonction  f  telle que :  1
 nn

u f u et montrer que l’équation    f x x  a une solution . 

2. Montrez que f est strictement croissante sur  2;  . 

3. Placer 
0

u , 1
u , 

2
u , 3

u , 
4

u , 5
u , 

6
u , sur l’axe des abscisses du graphique joint en annexe, sur lequel est 

tracé la courbe représentative de f. 

Aucune justification n’est demandée mais on laissera les traits de construction. 

4. Donner une conjecture sur la convergence de la suite  nu . 

5. On pose : pour tout n :  
1

1



n

n

v
u

. 

Montrer que : pour tout n : 
1

1

3
  nn

v v  

6. a. Donner une expression de nv  en fonction de n. 

b. En déduire une expression de nu  en fonction de n. 

7. Démontrer que la suite  nu  converge vers un nombre que l’on précisera. 

 
Exercice 6C.7 

On considère les suites  nu  et  nv  définies par :  

 
0

1

1

3
2

5
nn

u

u u

 



 


 pour tout n   et  
0

1

4

3
2

5
nn

v

v v





 


 pour tout n  
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1) Démontrer par récurrence que pour tout n , on a n nu v . 

2) Si les suites  nu  et  nv   ont des limites finies L et L’, que peut-on dire de L et L’ ? 

3) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de chacune des suites.  

 

Exercice 6C.8 

On considère la suite  nu définie pour 1n   par 
1

2 sin
n

n
u

n n





. 

1) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de la suite  nu .  

2) Démontrer que pour tout 1n  , on a 
1

2
nu . (On dit que la suite  nu  est minorée par 

1

2
). 

3) Démontrer qu'à partir d'un certain rang, on a 
1 1

2
nu

n
  . 

4) Justifier que 
1

lim
2

nn
u


 . 

 

Exercice 6C.9 

On considère la suite  nu  définie par 
3 1

1
n

n
u

n





. 

1) Donner, en utilisant une calculatrice, des valeurs décimales approchées de 0u , 1u , ... , 10u  et 100u .  

2) Montrer que pour tout n  , on a  1 3nu   .  

On dit que la suite  nu  est minorée par 1 et majorée par 3.  

3) Étudier le sens de variation de la suite  nu .  

4) Démontrer que pour n suffisamment grand on a 2,999nu  .  

Que peut-on penser de la limite de  nu  ?  

 

Exercice 6C.10 

On considère la suite  nu  définie par 0 0u    et  1

1
1

2
nnu u    pour tout n .  

1) Calculer 1u , 2u , 3u , 4u  et 5u . Placer les points correspondants sur une droite graduée.  

2) Démontrer que la suite  nu  est majorée.  

3) Démontrer que la suite  nu  est croissante.  

4) justifier que la suite  nu  a une limite finie. Que peut-on penser de la valeur de cette limite ?  

 

Exercice 6C.11 

On considère la suite  nu  définie par 0 1u    et pour tout n  : 
1 2 3nnu u   . 

1) Donner des valeurs approchées à 
310  près de 1u , 2u , ... , 10u . 

2) Démontrer que pour tout n  : 0 3nu  . 

3) Démontrer que la suite  nu  est croissante.  

4) Justifier que la suite  nu  a une limite finie. Quelle est cette limite ? 
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Exercice 6C.12 

Soit  nu  et  nv  les suites définies, pour tout n  par :  

    0 9u   ,      1

1
3

2
nnu u           et       6n nv u   

               1)  a)    Montrer que  nv  est une suite géométrique à termes positifs 

                        b)    Calculer la somme 
k

k=0

S =
n

n v  puis la somme 
k

k=0

S' =
n

n u  

     c) Déterminer les limites de  Sn  et  S'n . 

      2)    On définit la suite  wn  par w lnn nv  , pour tout entier n . 

                         Montrer que  wn  est une suite arithmétique 

                         Calculer 
k

k=0

S'' = w
n

n    et déterminer la limite de  S''n  

 3)    Calculer le produit 
0 1

P ...n nv v v     en fonction de n  

   En déduire la limite de  Pn . 
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CORRIGE – Notre Dame de La Merci – Montpellier – M. Quet 

Exercice 6C.1 Soit le nombre a = 1,714714714…  

En utilisant  na 1,714714714… 714 , le nombre comprenant n périodes,  écrire a sous la forme 
p

q
 où p et 

q sont deux entiers naturels non nuls. 

 
3 6 3

714 714 714
1 ...

10 10 10
    n n

a  

   
3 6 3

1 1 1
1 714 ...

10 10 10

 
     

 
n

 

   

2

3 3 3

1 1 1
1 714 ...

10 10 10

 
   

        
    
 

n

 

On reconnait dans la parenthèse la somme des n premiers termes d’une suite géométrique  nu  de premier 

terme 
1 3

1

10
u et de raison 

3

1

10
q . Ainsi : 

 
3

3

3

1
1

1 10
1 714

110 1
10

 
  
    



n

na  

  
3

1
1

714 10
1

1000 11000

1000 1000

 
  
   



n

 

  
3

1
1

714 10
1

9991000

1000

 
  
   

n

 

  
3

714 1
1 1

999 10

  
     

   

n

   

Ainsi : 
3

714 1 714 999 714 1713 571
lim 1 1 1

999 999 999 999 999 33310

  
           

   
n

n

a  

 
Exercice 6C.2 

La suite u est définie sur  par :
2

2

2 3sin

1
n

n n
u

n





. 

1) 
2

10 2

2 10 3 sin10
1,996

10 1
u

  



   et   

2

100 2

2 100 3 sin100
1,99995

100 1
u

  



 

Il semble que lim 2nn
u


 . 

2) On sait que pour tout réel n, on a :  

 1 sin 1n    

 3 3sin 3n      
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 2 2 22 3 2 3sin 2 3n n n n       

 
2 2 2

2 2 2

2 3 2 3sin 2 3

1 1 1

n n n n

n n n

  
  

  
 

 
2 2

2 2

2 3 2 3

1 1
n

n n
u

n n

 
  

 
 

 
2 2

2 2

3 3
2 2

1 1
1 1

n
n nu

n n

 

  

 

 

Or 
2

1
lim 0

n n
  donc 

2 2

3 3
lim 2 lim 2 2

n nn n 
      et  

2

1
lim 1 1

n n
  . 

Par quotient : 
2 2

2 2

3 3
2 2

lim lim 2
1 1

1 1
n n

n n

n n

 

 

 

 

  et par encadrement : lim 2nn
u


  

3) a) On sait que 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 3 2 3 2 3 2 3
2 2 2

1 1 1 1
n n

n n n n
u u

n n n n

   
       

   
 

     
   2 22 2

2 2 2 2

2 1 2 12 3 2 3
2

1 1 1 1
n

n nn n
u

n n n n

  
     

   
 

     
   2 2 2 2

2 2

2 3 2 1 2 3 2 1
2

1 1
n

n n n n
u

n n

     
   

 
 

     
2 2 2 2

2 2

2 3 2 2 2 3 2 2
2

1 1
n

n n n n
u

n n

     
   

 
 

     
2 2

5 1
2

1 1
nu

n n


   

 
 

b) La relation 
2 2

5 1
2

1 1
nu

n n


  

 
 donne : 

2 2

5 5
2 2

1 1
n nu u

n n


    

 
 

     Ainsi :  3 3 2 2 2
2 3

5 5
10 5 10 1 1 5000 1 4999

1 10
n n n n

n

 


           


 

     Soit 70,7n   : à partir du 71ème rang. 

c)  nu =

2
2 2 2

2
2

22

3sin 3sin
2 2

2 3sin

111 11

n n
n

n n n n

n
n

nn

 
    

 
   
 

 

     Le dénominateur est strictement positif 

     Or  
2 2 2

3 3sin 3
1 sin 1

n
n

n n n
         

     
2

3sin n

n
  n’est pas toujours négatif donc la suite  nu  n’est pas toujours inférieure à 2. 
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Exercice 6C.3 

On considère la suite u définie par : 0 0u  , 1 1u   et pour tout entier 0n  , 2 1

1 2

3 3
nn nu u u    et les suites 

v et w définies pour tout entier naturel n par : 1n nnv u u     et   1

2

3
n nnw u u  . 

1) Démontrer que la suite v est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison. 

2) Quelle est la nature de la suite w ? 

3) En déduire l’expression de nw  en fonction de n. 

4) La suite u converge-t-elle ? 

1)  1 2 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3
n n n nn n n n n n nv u u u u u u u u u v                    

La suite  nv  est géométrique de raison 
2

3
q    et de premier terme 0 1 0 1v u u    : 

2

3

n

nv
 

  
 

. 

2) 1 2 1 1 1 1

2 1 2 2 2

3 3 3 3 3
n n nn n n n n nw u u u u u u u w              : la suite  nw  est constante. 

Tous les termes de la suite  nw  sont égaux au premier terme : 0 1 0

2
1

3
w u u    

3) Pour tout entier n, 1nw    

Première méthode : 

1 1

2 2
1 1 1

3 3
n n nn nw u u u u           

Or 1n nnv u u   avec 
2

3

n

nv
 

  
 

 donc 1 1

2 2

3 3
n nn n

n n

u u u u 

   
         

   
 

Ainsi  1

2 2 2 2 2
1 1 1

3 3 3 3 3
n n n n nn

n n

u u u u u u

   
                

   
 

  
5 2 3 2

1 1
3 3 5 3

n n

n n

u u
    

           
     

 

2
1 1

3
     donc 

2
lim 0

3

n

n

 
  
 

 et 
2

lim 1 0
3

n

n

 
   
 

 

Par produit :  
3

lim 1 0,6
5

nn
u


    

Deuxième méthode : il faut être observateur : 

 1 1 1 1

2 2 5

3 3 3
n n n n n n nn n n nv w u u u u u u u u u   

 
           

 
 

Or 
2

1
3

n

n nv w
 

    
 

 

Ainsi : 
5 2 3 2 3 2

1 1 1
3 3 5 3 5 3

n n n

n n nu u u
        

                    
           

 

2
1 1

3
     donc 

2
lim 0

3

n

n

 
  
 

 et 
2

lim 1 0
3

n

n

 
   
 

 

Par produit :  
3

lim 1 0,6
5

nn
u


    
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Exercice 6C.4 VRAI / FAUX 

On considère une suite u positive et la suite v définie sur  par : 
1

n
n

n

u
v

u



. 

1) Pour tout entier naturel n, 0 1nv   ? 

1 1 1 1

1 11 1 1
1

n
n n

n n n

n n

u
v u

u u u

u u

     
  



  

Or pour tout n : 
1 1 1

0 0 1 1 0 1
1

1
n

n n

n

u
u u

u

        



 : VRAI 

2) Si la suite u est convergente, alors la suite v est convergente ? 

Un contre exemple existe :  

   si lim 1nn
u


   , alors : lim 1 0nn

u


    et la suite  nv  diverge. 

Or tous les termes de la suite  nu  sont positifs, donc cette situation est ici inenvisageable  

Une démonstration est nécessaire :  

Par hypothèse : il existe un réel L positif tel que lim nn
u L


   d’où  lim 1 1nn

u L


    

Ainsi : lim
1 1

n

n
n

u L

u L


 
. L étant positif, le rapport 

1

L

L
 est toujours défini : lim

1
nn

L
v

L



 

 VRAI 

3) Si la suite u est croissante, alors la suite v est croissante ? 

Si la suite  nu  est croissante : 1 0nnu u     

 

  

 
     

111 1 1 1 1
1

1 1 1 1

11

1 1 1 1 1 1 1 1

nn n n nnn n n n n n
nn

n n n nn n n n

u uu uu u u u u u uu
v v

u u u u u u u u

    


   

     
     

       
 

  
  

1

11 1

nn

n n

u u

u u








 
 

Le dénominateur étant positif, 1 0nnu u   , ainsi 1 0nnv v    et la suite  nv  est croissante: VRAI 

4) Si la suite v est convergente, alors la suite u est convergente ? 

Soit L la limite de la suite  nv : lim nn
v L


 . 

La relation 
1

n
n

n

u
v

u



 donne :  

  lim lim lim 1 lim lim
1 1

n
n n n n nn n n n n

n

u L
L u L u u Lu L u

u L    
        

 
 

Si la suite  nv  converge vers 1, alors la suite  nu  diverge vers l’infini, selon le signe du 

dénominateur 

FAUX 

 
Exercice 6C.5 Soit a et b deux nombres réels strictement positifs. 

On considère la suite  nu  définie pour tout n  IN par :  





n n

n n n
a b

u
a b

 

a) Quelle est la limite de la suite  nu  lorsque  a = b ? 
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b) Exprimer  nu  en fonction du quotient  
a

b
 . En déduire la limite de la suite  nu  lorsque a < b ? 

c) Quelle est la limite de la suite  nu  lorsque a > b ? Justifier la réponse. 

a) Si a = b, alors pour tout n , on a 0


 


n n

n n n
a b

u
a b

 et donc lim 0


nn
u  

b) Pour tout n , on a : 

 

1 11

11 1

               
        

  

nn nn
nn n n

n n nn n n
n

nn

a aab
ba b bbu

aa b a a
b

bb b

 

 Si a < b , alors 1
a

b
 et donc  lim 0



 
 

 

n

n

a

b
 

 On en déduit que lim 1


 nn
u   

c) Pour tout n , on a : 

 

1 11

11 1

               
        

  

nn nn
nn n n

n n nn n n
n

nn

b bba
aa b aau

ba b b b
a

aa a

 

 Si a > b , alors 1
b

a
 et donc lim 0



 
 

 

n

n

b

a
 

 On en déduit que lim 1


nn
u  

 
Exercice 6C.6 

On considère la suite  nu  définie sur  par 0
6u   et la relation : 

1

4 1

2






n
n

n

u
u

u
 

1. Déterminer la fonction  f  telle que :  1
 nn

u f u et montrer que l’équation   f x x  a une solution  

2. Montrez que f est strictement croissante sur  2;  . 

3. Placer 
0

u , 1
u , 

2
u , 3

u , 
4

u , 5
u , 

6
u , sur l’axe des abscisses du graphique joint en annexe, sur lequel est 

tracé la courbe représentative de f. 

Aucune justification n’est demandée mais on laissera les traits de construction. 

4. Donner une conjecture sur la convergence de la suite  nu . 

5. On pose : pour tout n :  
1

1



n

n

v
u

. 

Montrer que : pour tout n : 
1

1

3
  nn

v v  

6. a. Donner une expression de nv  en fonction de n. 

b. En déduire une expression de nu  en fonction de n. 

7. Démontrer que la suite  nu  converge vers un nombre que l’on précisera. 
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1. Pour tout  / 2 x , on a :   
4 1

2






x
f x

x
 

Résolvons l’équation    f x x  : 

Par équivalence successive on a : 

 
4 1

2






x
x

x
 

 24 1 2  x x x  

 20 2 4 1   x x x  

 2 2 1 0  x x  

  
2

1 0 x  

 1x  

2. f est dérivable sur  2;   en tant que fonction rationnelle définie sur cet intervalle. 

Pour tout  2;  x  on a : 

  
   

     
2 2 2

4 2 4 1 1 4 8 4 1 9
'

2 2 2

      
  

  

x x x x
f x

x x x
 

Il est clair que pour tout  2;  x  on a :  ' 0f x  

Par conséquent f est strictement croissante sur  2;  . 

3. 

 
 

4. Il semble que  nu  converge vers 1. 

 

5. Pour tout n  on a : 

 
 1

1

21 1 1 1 1

4 1 4 1 2 4 1 2 3 31 3 1
1

2 2 2 2 2





     

       
 

    

n
n

n n n n n n nn

n n n n n

u
v

u u u u u uu u

u u u u u

 

  
     

1 3 1 3 1 1 1

3 1 3 1 3 1 3 1 3

  
      

   

n n
n

n n n n

u u
v

u u u u
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6. a. Ainsi  nv  est une suite arithmétique de raison 
1

3
 et de premier terme 

0
0

1 1 1

1 6 1 5
  

 
v

u
 

 Par conséquent : pour tout  n  on a : 
0

1 1 5 3

3 5 3 15


     n

n n
v v n  

b. On a, pour tout n  : 

 
1

1



n

n

v
u

 

  1 1  n nv u  

 1  n n nv u v  

 1  n n nv u v  

 
1 1 1 15 15 5 3 5 18

1 1 1
5 3 5 3 5 3 5 3 5 3

15

  
         

    

n
n

n n

v n n
u

nv v n n n n
 

7. On a : lim


 
n nv  

On en déduit que 
1

lim 0



n

nv
 donc lim 1




n nu  

 
Exercice 6C.7 

On considère les suites  nu  et  nv  définies par :  

 
0

1

1

3
2

5
nn

u

u u

 



 


 pour tout n   et  
0

1

4

3
2

5
nn

v

v v





 


 pour tout n  

1) Démontrer par récurrence que pour tout n , on a n nu v . 

Initialisation : 0 1u    et 0 4v   donc 0 0u v  : elle est vérifiée. 

Hérédité : Supposons qu’il existe un rang n tel que n nu v . 

ceci implique-t-il que l’on ait : 1 1n nu v   ? 

Par hypothèse :  n nu v  

 
3 3

5 5
n nu v   

 
3 3

2 2
5 5

n nu v     

 1 1n nu v    : l’hérédité est vérifiée. 

Ainsi par récurrence, pour tout n , on a n nu v . 

2) Si les suites  nu  et  nv  ont des limites finies L et L’, que peut-on dire de L et L’ ? 

 Si lim nn
u L


   et si lim 'nn

v L


 , alors 'L L . 

3) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de chacune des suites.  
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Les suites  nu  et  nv  semblent toutes deux converger 

vers la valeur 5. 

 
Exercice 6C.8 

On considère la suite  nu définie pour 1n   par 
1

2 sin
n

n
u

n n





. 

1) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de la 

suite  nu .  

Par lecture du tableur ci-contre, la suite semble 

converger vers la valeur 
1

2
. 

2) Démontrer que pour tout 1n  , on a 
1

2
nu .  

(On dit que la suite  nu  est minorée par 
1

2
). 

On remarque que   

 1 sin 1n    et   2 1 2 2n n    

Ainsi :   1 sin 1n     

 2 1 2 sin 2 1n n n n       

 2 2 2 1 2 sin 2 1 2 2n n n n n n           

 2 2 2 sin 2 2n n n n       

 
1 1 1

2 2 2 sin 2 2n n n n
  

  
 

 
1 1 1

2 2 2 sin 2 2

n n n

n n n n

  
  

  
 

 
1 1

2 2 2
n

n
u

n


  


             

La suite  nu  est minorée par 
1

2
. 

3) Démontrer qu'à partir d'un certain rang, on a 
1 1 2

2 2
n n

n
u u

n n


    . 

 
1 1 2 1 2 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2
n n n n n

n n n
u u u u u

n n n n n n

   
           

    
 

 1 sin 1n     

 2 1 2 sin 2 1n n n n       
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1 1 1

2 1 2 sin 2 1n n n n
  

  
 

 
1 1 1 1 1

2 1 2 sin 2 1 2 1 2
n

n n n n
u

n n n n n

   
     

   
. 

  

 

 2 2 1 1 21 1 1 2 1
Etude de

2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1

n n n nn n n

n n n n n n n

      
      

    
 

 

2 22 4 2 2 2

2 2 1 2 1

n n n n n

n n n

   
 

 
 

 

2 22 4 2 2 2

2 2 1

n n n n n

n n

    



 

 
2

2 2 1

n

n n





 

Pour 2n   : 
1 1 1

0
2 2 1

n

n n

 
   

 
 

Donc 
1 1 1

2 1 2

n

n n


 


  soit :  

1 1 1

2 1 2
n

n
u

n n


  


. 

4) Justifier que 
1

lim
2

nn
u


 . 

1
lim 0

n n
   donc 

1 1 1
lim

2 2n n
   

D’après le théorème des gendarmes : 
1

lim
2

nn
u


 . 

 
Exercice 6C.9 

On considère la suite  nu  définie par 
3 1

1
n

n
u

n





. 

1) Donner, en utilisant une calculatrice, des valeurs décimales approchées de 0u , 1u , ... , 10u  et 100u .  

n  0 1 2  3 4 5 6 7 8 9 10 100 

nu  1  1 1,667 2 2,2 2,333 2,43 2,5 2,56 2,6 2,64 2,96 

2) Montrer que pour tout n  , on a  1 3nu   .  

 
 3 13 1 3 1 3 3 3 1 4

3 3
1 1 1 1 1

n

nn n n n
u

n n n n n

    
      

    
   donc 3 0nu   et 3nu   

  
3 1 3 1 1 3 1 1 4

1 1
1 1 1 1 1

n

n n n n n n
u

n n n n n

     
       

    
 donc 1 0nu    et 1nu    

Pour tout n  , on a  1 3nu    : la suite  nu  est minorée par 1  et majorée par 3.  

3) Étudier le sens de variation de la suite  nu .  

La fonction associée à cette fonction est :  
3 1

1

x
f x

x





. 

Cette fonction est dérivable sur  0;  comme quotient de fonctions polynômiales. 

 0;x    :  
   

     
2 2 2

3 1 3 1 1 3 3 3 1 4
'

1 1 1

x x x x
f x

x x x

      
  

  
 

La dérivée est strictement positive donc la fonction est strictement croissante sur  0; . 
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La suite  nu  est strictement croissante. 

4) Démontrer que pour n suffisamment grand on a 2,999nu  .  

Que peut-on penser de la limite de  nu  ?  

 
 3 1 43 1 4

3
1 1 1

n

nn
u

n n n

 
   

  
    

 
4 4 4

2,999 3 2,999 3 2,999 0,001
1 1 1

nu
n n n

        
  

 

  
1 1 4

1 4000 1 3999
0,001 4 0,001

n
n n n


           

 Ainsi si 3999n   : 2,999nu  . 

 Cette suite croissante majorée semble converger vers la valeur 3. 

 
Exercice 6C.10 

On considère la suite  nu  définie par 0 0u    et  1

1
1

2
nnu u    pour tout n .  

1) Calculer 1u , 2u , 3u , 4u  et 5u . Placer les points correspondants sur une droite graduée.  

 1 1u      ,    2 1,5u      ,    3 1,75u      ,    4 1,875u      ,    5 1,9375u   

 
2) Démontrer que la suite  nu  est majorée.  

Lors d’une expression de suite par récurrence, il est habituel de tester une démonstration par récurrence 

Il semble que la suite soit majorée par la valeur 2. 

Initialisation : 0 0u   donc 0 2u   

Hérédité : supposons qu’il existe un rang n tel que : 2nu   ; cela implique-t-il que 1 2nu    ? 

Par hypothèse :  2nu   

 
1 1

2
2 2

nu    

 
1

1 1 1
2

nu     

 1 2nu    : l’hérédité est vérifiée. 

Par récurrence pour tout entier n : 2nu   donc la suite  nu  est majorée par la valeur 2.  

3) Démontrer que la suite  nu  est croissante.  

1

1 1
1 1

2 2
n n n nnu u u u u

 
       

 
 

Or  
1 1 1 1

2 2 1 1 1 1 0
2 2 2 2

n n n nu u u u                 

Ainsi : 1 0nnu u    donc la suite  nu  est croissante. 

4) Justifier que la suite  nu  a une limite finie. Que peut-on penser de la valeur de cette limite ?  

Toute suite croissance majorée admet une limite finie. Donc la suite  nu  admet une limite L. 

Sachant que lim nn
u L


   , on a aussi :   1lim nn

u L
  
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La relation de récurrence 1

1
1

2
nnu u    permet de penser que :  

1 1
1 1 2

2 2
L L L L      . 

On peut penser que lim 2nn
u


 . 

 

Exercice 6C.11 On considère la suite  nu  définie par 0 1u    et pour tout n  : 
1 2 3nnu u   . 

1) Donner des valeurs approchées à 
310  près de 1u , 2u , ... , 10u . 

n  0 1 2  3 4 5 6 7 8 9 10 

nu  1 2,236 2,734 2,910 2,970 2,990 2,997 2,999 3 3 3 

2) Démontrer que pour tout n  : 0 3nu  . 

Initialisation : 0 1u   donc 00 3u   

Hérédité : supposons qu’il existe un rang n tel que : 0 3nu   ; cela implique-t-il que 10 3nu    ? 

 Par hypothèse :  0 3nu   

  2 0 2 2 3nu       

  0 3 2 3 6 3nu       

  3 2 3 9nu     car la fonction racine carrée est une fonction croissante 

  
10 3 3nu      

 Par récurrence, pour tout n  : 0 3nu  . 

3) Démontrer que la suite  nu  est croissante.  

 
 
 

 
   

2
2 2

1

2 3 2 3 2 3
2 3 2 3

2 3 2 3 2 3

n n n n n n
n n n n nn

n n n n n n

u u u u u u
u u u u u u

u u u u u u


      
         

     
 

Or  0 3nu   donc le dénominateur est positif. 

Considérons le trinôme 2 2 3x x   . 

Son discriminant est  2 22 4 1 3 4 12 16 4          . 

Ses racines sont 
 1

2 4 6
3

2 1 2
x

  
  

  
  et  

 2

2 4 2
1

2 1 2
x

 
   

  
. 

Les résultats sur le signe d'un trinôme du second degré permettent alors d'affirmer que pour tout 

 1;3x   : 2 2 3 0x x    . 

Or  0 3nu   donc   1;3nu     et  2 2 3 0n nu u    . 

Ainsi pour tout n  : 1 0nnu u    et la suite  nu  est croissante. 

4) Justifier que la suite  nu  a une limite finie. Quelle est cette limite ? 

La suite  nu  est croissante et majorée par 3, donc  nu  a une limite finie. 

Sachant que lim nn
u L


   , la relation de récurrence 

1 2 3nnu u    permet d’obtenir la relation : 

 
2 22 3 2 3 2 3 0L L L L L L          

Son discriminant est    
2 22 4 1 3 4 12 16 4           . 

Ses racines sont 
 

1

2 4 2
1

2 1 2
L

   
   


  et  

 
2

2 4 6
3

2 1 2
L

  
  


. 

La suite  nu  étant minorée par 0, sa limite est nécessairement positive.  

On a donc lim 3nn
u


 .  
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Exercice 6C.12 

Soit  nu  et  nv  les suites définies, pour tout n  par :  0 9u   ,  1

1
3

2
nnu u     et  6n nv u  . 

               1)  a)    Montrer que  nv  est une suite géométrique à termes positifs 

                        b)    Calculer la somme 
k

k=0

S =
n

n v  puis la somme 
k

k=0

S' =
n

n u  

     c) Déterminer les limites de  Sn  et  S'n . 

      2)    On définit la suite  wn  par w lnn nv  , pour tout entier n . 

                         Montrer que  wn  est une suite arithmétique 

                         Calculer 
k

k=0

S'' = w
n

n    et déterminer la limite de  S''n  

 3)    Calculer le produit 
0 1

P ...n nv v v     en fonction de n  

   En déduire la limite de  Pn . 

1) a)  1 1

1 1 1 1
6 3 6 3 6

2 2 2 2
n n n nn n

v u u u u v
 

            

                 donc  nv  est une suite géométrique de raison 
1

2
q   et de 1er terme 0 0 6 9 6 15v u      

               ainsi, pour tout n , 
1

15
2

n nv     ,  ainsi pour tout n ,  nV  est à termes positifs 

  b) 
n

n 1

n 1 n 1

n 0k n 1
k=0

1 1
1 1

1 q 12 2S V V 15 15 30 1
1 11 q 21
2 2



 



 
             

  
  

           
n

n n n0 1k n 1
k=0

1
S' U V 6 V 6 ... V 6 S' 6 n 1 30 1 6 n 1

2 

 
               

 
  

   n n 1 n 1 n 1

30 30 5
S' 30 6n 6 24 6n 6 4 n

2 2 2  

 
          

 
  

  c) On a :  
1

0 1
2

    donc  
1

0 1
2

 
n 1

1
lim 0

2n 



  ,  ainsi :     nlim S 30

n



 

   et   n nlim S' lim S 6 n 1
n n

       
 

2) n+1
n nn+1 n+1

n

V 1
W W ln V ln V ln ln ln 2

V 2
         

                 donc  nW  est une suite arithmétique de raison r  = ln 2  et de 1e terme : 

   
0 0

W ln V ln15   

                ainsi :   n nW W nr ln15 n ln 2     

                   
  n0

n n0 1

W W n 1 2ln15 n ln 2ln15 ln15 n ln 2
S'' W W ... W n 1 n 1

2 2 2

   
          

                on a :  lim n 1
n

  


  et   lim 2ln15 n ln 2
n

  


 

  Donc  nlim S''
n

 


 

3) on cherche  n n0 1
P V V ...V  
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 or   n n n n0 1 0 1
S'' ln V ln V ... ln V ln V V ...V ln P       

  donc  nS''
nP e     avec   nlim S''

n
 


               

                  donc, en posant nX S''  

    nS'' X
nlim P lim lim 0

Xn n
e e  

  
 

 

 


