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Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Exercice 6D.1
On considere la suite u définie par :

2
Upg T Up

U, =0, u; =1 et pour tout entier n>0, u,,, 3

3
et les suites v et w définies pour tout entier naturel n par :
2
Vp=U,—U, €t w,= un+l+§un .

1) Démontrer que la suite v est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.
2) Quelle est la nature de la suite w ?
3) En déduire I’expression de W, en fonction de n.

4) La suite u converge-t-elle ?

Exercice 6D.2
On considere la suite (u, ) définie par :

U, =0, u; =1 et pour tout entier n>0, u,,, =7u, +8u, 4
1) Déterminer les cing premiers termes de la suite (u, ).
2) Montrer que la suite (s,,) définie par s, =u,,, +U, pour tout entier n>0, est une suite géométrique

dont on donnera le premier terme et la raison.
En deduire s, en fonction de n.

3) a) On pose v, =(—1)n u, eton considere la suite t, =v,,, -V, pourtout neN.
Exprimer t, en fonction de s, .
b) Quelle est la nature de la suite (t,) ?
4) a) Exprimer v,,, puis u,, en fonction de n.

. : . u
b) Déterminer lim —
n—-+oo 8

Exercice 6D.3  (vers la prépa)

On considere la suite (u, ) définie par :

U, =1, u, =3 et pour tout entier n>0, u,,, =3U, 4 —2U,.

Montrer que pour tout entier n>0, u, = ™1,

Exercice 6D.4  (vers la prépa)
On considere la suite (u, ) définie par :

U, =0, u; =1 et pour tout entier >0, u,,, =-U, 5 +2U,.

Déterminer I’expression générale de la suite (un ).
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Exercice 6C.1

On considére la suite u définie par :u, =0, u; =1 et pour tout entier n>0, u ., = %unﬂ +§un et les suites

v et w définies pour tout entier naturel npar: v, =u_.—u, et w,=u +gu
p p = 'n T Yn+l n n— “n+l 3n-

1) Démontrer que la suite v est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.
2) Quelle est la nature de la suite w ?
3) En déduire I’expression de W, en fonction de n.

4) La suite u converge-t-elle ?

1 2 2 2 2 2
1) Vna =Unyp —Uny :éunﬂ +§Un “Up = _Eun+1+§un = _E(unﬂ_un):_g\/n
. L . 2 . _ 2"
La suite (v, ) est géométrique de raison ¢ = -3 et de premier terme v, =U; —Uy =1 : v, = 3/

2 1 2 2 2 L
2) Wy, =Uy o 3 Unig = JUnig + 3 Un + 3 Uny SUpg F5ln =Wy la suite (w,) est constante.

. . . 2
Tous les termes de la suite (w, ) sont égaux au premier terme : Wy =u, +—uy =1
3

3) Premiere méthode : Pour tout entier n, w, =1

w, =1 < un+1+§un:1 = un+1=—§un+1

n n n
2 2 2
Or v, =u,,4 —U, avec v, = 3 donc u,,; —U, = “3) © Uha=Unt| o3

n n
Ainsi un+1:—§un+1 = un+(—§j =—§Un+1 & un+§un:1_(_gj

3
n n
= §unzl— 2 = un:§ 1- —gj
3 3 5 3

n n
_1<_Z<1 donc lim [—gj =0et lim 1—(—% =0
3 3 3

n—-+oo N—>-+00
. . 3
Par produit: lim u, ==x1=0,6
N—+o0 5

Deuxiéme méthode : il faut étre observateur :

_ 2.\ 2 5
V”_Wn_(urH-l_un)_ un+l+§un _un+1_un_un+1_§un__§un

n
Or v, —w, =(—§j -1

st () 1 = o2 1] @ L]

n n
—1<—g <1 donc lim (_Z =0et lim 1—[—2 =0
3 3 3

N—-+o0 N—+0c0

Par produit: lim u, :§><1:0,6
N—+o 5
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Exercice 6D.2
On considére la suite (u,, ) définie par :

U, =0, u; =1 et pour tout entier n>0, u, , =7u, +8u,_;
1) Déterminer les cing premiers termes de la suite (u, ).

Uy =Up o =7U; +8Up ; =7x1+8x0=7

Ug =U,,4 = 7U, +8U, y =7x7+8x1=57

Uy =Ug,q =TUs+8Uy g =7x57+8x7=399+56 =455

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

2) Montrer que la suite (s,) définie par s, =u,,, +U, pour tout entier n>0, est une suite géométrique

dont on donnera le premier terme et la raison. En déduire s, en fonction de n.

Spiq =Up o+ U, =7U o +8Uy+U , =8u. ,+8U, =8(un+1+un):83n

N+
La suite (sn) est géométrique de raison 8 et de premier terme :
So=U; +Uy=1.
L expression de la suite (s, ) est, pour tout neN:
s, =8".
3) &) On pose v, =(~1)"u, et on considére la suite t, =V, —v, pour tout neN.

Exprimer t,, en fonction de s,,.
1
by =V —Vn = (_1)”+ Uns1 _(_1)” Un = (_1) Uns1 +(_1)X(_1)n Un

=" ()" = ()" (U ) = (95
b) Quelle est la nature de la suite (t,) ?

n+1

D’apres ce qui précede, I’expression de la suite (t,,) est, pour tout ne N :
tn _ (_1)n+1 Sn _ (—l)n+1)(8n _ _(_8)n
La suite (t,) est géométrique de raison —8.

4) a) Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.
D’aprés ce qui précede, pour tout ne N

ty=(-8)"" et ty=v,,, -V,
Donc :
VYhia=Vn = _(_S)n < Vh1=Vn _(_8)n
avec
Vo =(-1)"uy =0

et: v = (—1)1 u =-1
puis: v, =V —(—8)l = —1—(—8)l

V3 =V, ~(-8)" =-1-(-8)' -(-8)’

vy =3 ~(-8)" =—1~(-8)" ~(-8)" —(-8)’
Ainsi pour tout entier n>1 :

Vo =~1=(-8)" ~(-8)° .. (-8)" = [ 1+ (-8 +(-8)°+..+(-8)" |.
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On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison —8. Ainsi :
1-(-8)"" 1-(-8)"™ 1 1
vy =1x - ~2[1-(-8)™]
1-(-8) 1+8 9

La relation v, = (~1)" u, pour tout neN donne :
U, = (—1)n Vp, soit : U, = (_1)” X%[l_(_S)n+1i|

s . u
b) Déterminer lim -2
N—+c0

8n
U 1 1 =) 1 (8™ (<"1 1
Il <‘1)nx§[1‘(—8)”+}%{8—n‘( e R
8>1 donc lim in:O.Ainsi:
n—+wo 8

Exercice 6D.3  (vers la prépa)
On considére la suite (u,, ) définie par : u, =1, u, =3 et pour tout entier >0, u,,, =3u, 4 —2U,.
Montrer que pour tout entier n>0, u, = M1,

En écrivant : u,,,—3u,, +2uU, =0, on obtient I’équation caractéristique de cette suite :

n+2
X2 —3x+2=0
Le discriminant A vaut 1, d’ou deux solutions : 37_1:1 et 37+1 =2.

Théoréeme de prépa: A>0 : il existe deux réels a et b tels que :
pour tout entier n>0, u, =ax1" +bx2"

Oronsaitque : Uy =1, u; =3, donc:
ax1®+bx2%=1 a+b=1 a=1-b a=1-b=1-2=-1
& S
ax+bx2=3 a+2b=3 1-b+2b=3 b=3-1=2
Ainsi, pour tout entier n>0:
U, =—1x1"+2x2" =2 1,

Exercice 6D.4 (vers la prépa)
On considere la suite (u,,) définie par :u, =0, u, =1 et pour tout entier >0, u,,, =—U,,; +2U,.

Déterminer | ‘expression générale de la suite (uy, ).
En écrivant: u_,, +U,,, —2u, =0, on obtient I’équation caractéristique de cette suite :

X2 +x—2=0

~1-3 ~1+3

Le discriminant A vaut 9, d’ou deux solutions : — =-2 et 1.

Théoreme de prépa: A>0 : il existe deux réels a et b tels que :
pour tout entier n>0, u, =ax(-2)" +bx1"
Oronsaitque : uy; =0, u; =1, donc:
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1
ax(-2) +bx1°=0 {a+b=0 {a=—b 773
. 2= = 2=
ax(-2) +bxit =1 —2a+b=1 —2x(-b)+b=1 b:%

Ainsi, pour tout entier n>0:

u, :—%x(—Z)n +%x1” :—%[(—2)” -1].



