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Exercices issus du site : Lycée d’Adulte de Paris

Exercice 7A.1
Vo =1
On considere la suite (v, ) définie par : L9
n+l 6 —V,
1) Ecrire un programme python affichant les termes du rang 0 au rang n.
Calculer v, .

2) a) Demontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n: 0<v, <3.

(3-v, )2

b) Deémontrer que, pour tout entier naturel n: v, —v, = =y
n

La suite (v, ) est-elle monotone ?

c) Démontrer que la suite (v,) est convergente.

3) On considere la suite (w,) définie par : w, =

V-3
a) Démontrer que (wn) est une suite arithmétique de raison —%.

b) En déduire I’expression de (W, ), puis celle de (v,) en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (v,).

Exercice 7A.2
Soit (uy ) la suite définie par :

1) Calculer u,, u; et u,.

2) a) Demontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, est strictement positif.
b) Démontrer que la suite (u, ) est décroissante.
c) Que peut-on en déduire pour la suite (u,) ?

d) Déterminer la valeur de I’éventuelle limite de la suite (uy ).

Exercice 7A.3
1+3u,

3+u,
On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.
1) Deémontrer par recurrence que VheN, u, >1.

On considére la suite (u,) définie sur N par uy;=2 et u_,, =

(1—un)(1+un)'

2) a) Etablir que, pour tout entier naturel n,ona: u 3
+U,

n1 " Un =

b) Déterminer la monotonie de la suite (u,).
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Exercice 7A.4
On considére la suite (u,) définie sur N par u, =2 et u_,, =2u, +2n?-n.
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On pose la suite (v,) définie sur N par : v, =u, +2n? +3n+5.
1) Voici un extrait de tableur :

A B C
1 | n 1 v
2 |0 2 7
3 |1 4 14
4 |2 9 28
5|3 24 56
6 | 4 63
7
8
9
10

Quelles formules a-t-on écrites dans les cellules C2 et B3 et copiées vers le bas pour afficher les
termes des suites u et v ?

2) Déterminer une expression de v,, et de u,, en fonction de n uniquement.

Exercice 7A.5
On veut étudier les suites de termes positifs telles que u, >1 et possédant la propriété suivante :

pour tout n> 0, la somme des n premiers termes est égale au produit de ces termes.
On admet qu’une telle suite (u, ) existe. Elle vérifie donc trois propriétés :

e U;>1

e pourtout n>0, u, >0

e pourtout n>0, et ug+uU +...+U; 3 =UgxU;X..xU, 4.

1) Onchoisit u, =3. Déterminer u, et u,.

2) Pour n>0,0nnote s, =Ug+U; +...+ U, 3 =Ug XUy X...xUp 4.
On aen particulier : s, =u, .

a) Vérifier que pour tout entier n>0, s, ; =s,+u, et s;>1.

s : s
b) En déduire que pour tout entier n>0, u, = —" T
Sy —

c) Montrer que pour tout n>0, u, >1.
3) L’algorithme suivant calcule le terme U, pour une valeur de n donnée.

a) Compléter le programme python. n = int(input("Rang :"))
b) Le tableau ci-dessous donne des valeurs arrondies au u = eval(input("Valeur initiale :"))
millieme de u, pour différentes valeurs de I’entier n : s=u

for i in range (n):
n|0| 5 10 20 30 40 T e

U, | 31,140 | 1,079 | 1,043 | 1,030 | 1,023 S=
Quelle conjecture peut-on faire sur la convergence de la print(n , u)
suite (uy) ?

4) a) Justifier que pour tout entier n>0, s, >n.

b) En déduire la limite de la suite (s, ) puis celle de la suite (u, ).
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Exercice 7A.1

vy =1
On considere la suite (v, ) définie par : v 9
n+l — 6—Vn
1) Ecrire un programme python affichant les termes du rang 0 au rang n. Calculer v, .
V=1
n = int(input("Rang :"))
for i in range (n):
V=9/(6-V)
print(n, V)
On obtient : v;, = 2.739130434782609 et v,,,, = 2.9970044932601096
2) a) Demontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n: 0<v, <3.

Initialisation : v, =1 donc: 0<v, <3 >0k

Hérédité : supposons qu’il existe un rang ne N tel que 0<v, <3
—>cela implique-t-il O<v,,, <3 ?

Par hypothése :

O<v, <3

0>-v,>-3

0+6>-Vv,+6>-3+6

6>6-v,>3

1 - 1 1

0 0090

6-v, 3

& —x9«< ><9<1><9

6
1
6 6-Vv,

< 1,5<v, ;<3
Ainsi : 0<v,,; <3 >Thérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout entier ne N, 0<v, <3.

2
, 3-v
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n: v, ,, —Vv, =(6—”).
_Vn
La suite (v,) est-elle monotone ?
Pour tout entier ne N :
2 2
-V, —6v, +V 3-v
Vi =V = > —Vn = > _an6 n:9 OV ¥y :( n)
6-v, 6-v, 6-v, 6-v, 6-v,

OrO0<v,<3 donc: 6-v,>0.
Ainsi : v, —V, >0 et lasuite (v,) est croissante pour tout ne N.
c) Démontrer que la suite (v, ) est convergente.

La suite (v,) est croissante et majorée : elle est convergente.

1

3) On considere la suite (w,) définie par : w, = 3
v, —




2 °
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z - - 7" - 1
a) Demontrer que (wn) est une suite arithmetique de raison 3

R SN SN SN S 1 1
T v, -8 9 o v-3 9 3(6-v,) v,-3
6V, 6-v, 6-v,
1 11 1 6-v, 1
T 9-18+3v, v,-3 -9 v,-3 3(v,-3) V,-3
6-v, 6-v,
_ 6-v, 3. 6-v,-3 3-v; —(vw-3) 1

“3(vy-3) 3(vy-3) 3(v,-3) 3(v,-3) 3(v,-3) 3
11

. . " . 1 . 1
(W, ) est une suite arithmétique de raison —= et de premier terme w, = ===
3 Vy-3 1-3 2

b) En déduire I'expression de (W, ), puis celle de (v, ) en fonction de n.

Pour tout entier ne N :

1 n -2n-3
2 3 6
Or: w,= : A i=vn—3 < i+3:vn = vn:?’W”+1
Vn_3 Wn Wn Wn
3 -2n-3 1
o 3wl g T 6 —6n-9+6 —6n-3 6n+3
Soit : v, = = = X = =
W, -2n—-3 -2n-3 6 -2n-3  2n+3
6

Vérification : pour n=10, on obtient : v, = g—i =2.739130435

c) Déterminer la limite de la suite (v,).

3 3

nl6+— A

. 6n+3 (Jrnj . 6+n
N R R e YL B
N+ n(2+j 2+H

n
Par quotient et somme : lim v, =3

n—-+oo
La Mctci
Exercice 7A.2
=L
Soit (u,) la suite définie par : 2
n+1
n+l = N XUn
1) Calculer u,, u; et u,.
U =2 u=S U2
275 BTG 0 4Ty

2) a) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,, est strictement positif.
Initialisation : u; = > donc u; >0 -> I’initialisation est vérifiée

Héredité : Supposons qu’il existe un rang n eN tel que u, >0, cela implique-t-il u,,, >0 ?
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Par hypothese : n>1et u, >0
Donc : n_+1>0 et n+l
2n 2n

Par récurrence, pour tout entier ne N", u, > 0.

xU, >0 : I’hérédité est vérifiée.

b) Démontrer que la suite (u, ) est décroissante.
n+1 n+1 n+1l 2n 1-n
Unsg ~Un == =X Un —Un =| = == Un =| & == JUn == U

Pour tout entier neN", u, >0.
nz1l < 1-n<0.

. . . * . ; .
Ainsi pour tout entier neN', u,, —u, etlasuite (u,) est décroissante.
c) Que peut-on en déduire pour la suite (uy) ?
La suite (u,) est décroissante et minorée, elle est convergente.

d) Déterminer la valeur de I'éventuelle limite de la suite (U, ) .

Soit L la limite cherchée :

nl—lmoou” :nl—lmoou”*’l: L
n(1+1j 1 1
- i
Or: lim n+l_ lim —— " — |im _n_1
n—>+o 2n n—+o0 2n n—+wo 2 2

o - . n+1 .
Ainsi en utilisant la relation u,,, = ——xuy, on obtient :
2n

L:ixL = L—le:O = lezO < L=0.
2 2 2

La suite (u,) converge vers 0.

La Mici
Exercice 7A.3
- . e 1+3u,
On considere la suite (uy, ) définie sur N par u, =2 et u, 4 BT
+Up

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.
1) Démontrer par récurrence que VneN, u, >1.

Initialisation : Uy =2 donc up >1 —>1’initialisation est vérifiée

Hérédité : Supposons qu’il existe un rang ne N’ tel que u, >1, cela implique-t-il u_,, >17?

_1+3u; _9+3y,-8 _3(3+u))-8 . 8 La M¢ici
"7 34u,  3+u, 3+U, 3+U,
Or par hypothése : u, >1:
3+u, >3+1 < <1 = 1 1 = 8 >—§
3+u, 4 3+u, 4 3+u, 4
& 3- 8 >3-2 & U, >1 ->Ihérédité est vérifice.
3+Up

Par récurrence, pour tout entier ne N, u, >1.



2) a) Etablir que, pour tout entier natureln,ona: u, ., —u, =

(1—un)(1+un).

3+U,
Ly _l¥8uy o 1+8u, o 3+u _ 1430, —3up —uy® _ (1-uy)(1+uy)
ML 3w, " 3+, " 3+u, 3+u, 3+u,

b) Déterminer la monotonie de la suite (u, ).
Pour tout entier neN, u, >1, donc:
1-u,<0 et u,,-u,<0.
La suite (u, ) est décroissante.

Exercice 7A.4
On consideére la suite (uj, ) définie sur N par u, =2 et u_, =2u,+2n°—n.

On pose la suite (v,) définie sur N par : v, =u, +2n®+3n+5.

1) Voici un extrait de tableur :

2)

A B C
1 | n i v
2|0 2 7
3 |1 4 14
4 | 2 9 28
5|3 24 56
6 | 4 63
7
8
9
10

Quelles formules a-t-on écrites dans les cellules C2 et B3 et copiées vers le bas pour afficher les
termes des suites u et v ?

Vo = Uy +2x0% +3x0+5

vy =y +2x12 +3x1+5
La formule en C2 est :

=B2+2xA2% +3x A2+5
D’autre part :

2
2
Uy =Up 4 =2U; +2x1° -1
La formule en B3 est :
= 2xB2+2x A2% - A2
Déterminer une expression de v, et de u, en fonction de n uniquement.
Il semble que v, =7x2".

Exercice 7A.5
On veut étudier les suites de termes positifs telles que u, >1 et possédant la propriété suivante :

pour tout n>0, la somme des n premiers termes est égale au produit de ces termes.

On admet qu une telle suite (U, ) existe. Elle vérifie donc trois propriétés :
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1)

2)

3)
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Up >1

pour tout n>0, u, =0

pour tout n>0, et Uy+U; +...4+U 4 =UyxU X..xU 4.

On choisit u, =3. Déterminer u, et u,.
= 3+u; =3 3=3 3=2 3_
Up+Up =Upxly < 3+l =3xuy < 3=30,-U < 3=24 < —=U

3 3 9 9
Up +U; +U, =Uy XUy XU, < 3+§+u2:3><§><u2 S Srlp=oxly < 9+2u, =9u,

La M¢ici

< 9=9u,-2u, < 9=7u, < %:u2
Pour n>0, on note s, =Uy +U; +...4+ U, 4 = Uy xU; X..xU .
On aen particulier : s; =u,.
a) Veérifier que pour tout entier n>0, s, =S, +U, et s, >1.
Pour tout entier n>0 :
Spyg =Ug +Uy .U 4 +Uy =S, +Up.

Tous les termes de la suite (u, ) sont positifs et uy >1.

Donc la somme de termes positifs dont le premier est supérieur a 1 est supérieure a 1 :
pour tout entier n>0 : s, >1.

b) En déduire que pour tout entier n>0, u, = >n 1
Sp —
D’une part: S, 4 =S,xU,
Et on vient de montrer que :
Uy =3Sp11 = 5n
Ainsi : Uy =Sp XU, =S,
& S, =S, xU,—Up,
< s, =(s,—1)xu,
Pour tout entier n>0, u, = 0
s,—1
c) Montrer que pour tout entier n>0, u, >1.
s, Sy-1+1 1 La M¢rci
un — — :1+ MONTPELLIER
s,—-1  s,-1 s,—1
Or pour tout entier n>0 : s, >1.
$—1>0 < #>O = 1+#>1 < up>1
S, —1>0 S, —1>0
L algorithme suivant calcule le terme U, pour une valeur de n donnee.
a) Compléter le programme python : n = int(input("Rang :"))
b) Le tableau ci-dessous donne des valeurs arrondies au  u = eval(input("Valeur initiale :"))
millieme de u,, pour différentes valeurs de I’entier n : s=u
for i in range (n):
n|0| 5 10 20 30 40 u=s/(s-1)
Uy | 31,140 | 1,079 | 1,043 | 1,030 | 1,023 S*t=U

print(n, u)
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Quelle conjecture peut-on faire sur la convergence de la suite (un) ?

La suite (u, ) semble étre décroissante et converger vers la valeur 1.
4) a) Justifier que pour tout entier n>0, s, >n.
Sy =Ug+Uy +...+U
et pour tout entier n>0, u, >1.
Ainsi pour tout entier n>0, s, >n.
b) En déduire la limite de la suite (s,) puis celle de la suite (u, ).
nir—poon =+

Donc par croissances comparées (théoréme de 1’ascenseur) :

lim s, =+
N—+00

Pour tout entier n>0, u, = = =
S

Or lim i:O

N—+00 Sn

Donc par somme et quotient :

lim u, =1
N—+o0




