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Dérivees de fonctions composées

Exercice 2C.1:
Calculer les dérivées suivantes

a) f(x)=(x=1)%(x+1)°

(x+1)°
f(x)=
c) f(x) (x—2)2
e) f(x)=<x4—x2+1)3
4
0 90-(3)
2
fx) =X
) ) x2+1
Exercice 2C.2 :

1
D) 1(x)= (4-5x)°
d) f(x)=\/2x2—3x+1
D0 ——
X (x —1)

h) f(x)=xvx-1

Soit la fonction f définie sur ]-o0;1] par: f (x)=2xv1-x

1) Déterminer alors la dérivée de la fonction f sur I’intervalle ]—oo;l[.

2) Dresser le tableau de variation de la fonction f. On donnera la valeur exacte de ’extremum de la

fonction f.

Exercice 2C.3 :

Calculer les dérivées suivantes puis étudier les variations de f

sur R

a) f(x)=

sur R—{-2}

e) f(X)Z\/\/ﬁ sur [—%;+oo{

b) f(x):(2x3’+2x2)5 sur R
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Exercice 2C.1 :
a) f(x)=(x-1)"(x+1)’
f'(x):2(x—1)><1><(x+1)3+(x—1)2x3(x+1)2><1

=2(x- 1)(x+1)3+3(x 1)2(x+1)2

= (x=1)(x+1)*[2(x+1)+3(x-1)]
= (x=12)(x+1)" (5x-1)
o 1 'y :—3><(—5)= 15
D 1) (4-5x)° > (4-5x)"  (4-5x)*
. _ _ 1 7
Autre méthode : f(x)_(4_5x)3_(4 5x)
() = —3x(4—5x) L x(=5) =15x (4 —5x) "+ = 15
> f (X)— 3 (4 5) ( 5) 15 (4 5) (4—5x)4
c) f(x):((:j;))z onpose u(x)=(x+1)" et v(x)=(x-2)
donc  u'(x)= 3(x+1) x1= 3(x+1) et v( )= 2( — )xl 2(x—-2)
ef,(X)=3(x+1)2><(x—2) ~(x+1)°x2(x-2) _ (x+1)" (x=2)[3(x=2)-2(x+1)]
((x-2)°) (x- 2)
_(x+1)° (x=2)[3x-6-2x-2] _ (x+1)° (x=2)(x-8)
(x-2)" (x-2)"
d) f(x)=v2x* -3x+1 onpose u(x)=2x*-3x+1 > u'(x)=4x-3
ef'(x):A’X—_S
242x% —3x +1

’ on pose u(x)=x4—x2 +1-> u'(x):4x3—2x

e) f(x)=(x4—x2+l)
> f '(x):3(x4—x2 +1)2><(4x3—2x):6x(x4—x2 +1)2(2x2 —1)

1 1 3 .
3()(2 _1) )(5_)(3 on pose U(X) X X u (X)

—(5x4 —-3X ) ~ —5x% +3x2 ~ x° (—5x2 +3)

(x5—x3)2 - (x5—x3)2 - (x5—x3)2

x* —3x2

f) f(x)=

> f'(x)=

?;x—lj4

9) g(X)z(zx—4

3 3
99.(X)=4(3x—1) X3(2x—4)—(3x2—1)><2=4(3x—1j 6x—-12— 6x+2_4(3x—1j . 10 2
2x—4 (2X—4) 2X—4 (2)( 4) 2x—-4 (2X—4)

h) f(x)=xvyx-1
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\/_ zJ_ X 2(x—1)+x_ 3x—-2

> f'(X) =1xJX—1+Xxx =JX—

2\/ — 2dx—1 20x-1  2x-1  2dx1
2
) f(x)= XX2+1 onpose  u(x)=x%et v(x)=vx?+1
donc u'(x)=2x et v'(x)= x X

2\/x2 +1 - \/x2 +1

2xx /X% +1— X% x

. X“+1 _ X +1 X“+1 _ X2 +1
> (%)= R \/ +2 \/ . =
( x2+1) ( x2+1) ( x2+1)

23 +2x—x° X3+ 2x B X(X2+2)

2 2 2
x2+1( x2+1) x2+1( x2+1) x2+1( x2+1)

) of(x)=" onpose u(x)=vx?—-1 et v(x)=x?+1

X2 +1

5

(x): 2X _ X 2X _ X
2x2-1 Jx2-1 22 +1 P+
2 \/ 241 x\/xz—l \/xz—l
X\/X +1-— \/x2 1x X X\/X +1>< X +1_ X
' \/x - X“+1  x°-1 X“+1 X +1 X -1
5 (x) : \/ 2 _ \/ 2 \/ 2 \/22 \/ 2
(\/x +1) (\/x2+1)

donc u'

et v'(x)=

x(x2+1) x(xz—l)
:\/Xz—lx\/x2+1 \/X2—1><\/X2+1: (X3+X)_(X3_x) _ 2x
(X2+1) \/X2—1><\/X2+1(X2+1) \/Xz—lx\/X2+1(X2+1)
La Méici

Exercice 2C.2 :
Soit la fonction f définie sur ]—oo;l] par : f(x):2x\/1—x

0) Sur quel intervalle la fonction f est-elle dérivable ? Pourquoi ? (hors programme)
Avec les racines carrées, on doit étudier la dérivabilité aux bornes de 1’intervalle de définition :

F(x)-f(1)_ 2x\/_ _lim 2xJ1-x . 2x . —2X

Iim1 m ] = I|ml = Ilml—
a xt iZ x=1 3t =(1-%) gtVI-x (ghI-x
lim-2x=-2  onpose X=1—x : limy1-x = lim /X =0"
x—1 x—1 X—0
x<1
_ - f(x)-f(1) . .
Par quotient : )I(I_)rq—lz—oo - la fonction f n’est pas dérivable en x=1.
X_

x<1

1) Déterminer alors la dérivee de la fonction f sur /’intervalle ] ]{

-1 J1-x X
VX e ool @ f'(x)=2x1—X+2X =21—X -
E] OO]{ ( ) ) sz/l—x * 1-x 1-x



AAAAA C21-x)  x  2-3x
CJI-x J1-x =x

1) Dresser le tableau de variation de la fonction f. On donnera la valeur exacte de [’extremum de la

fonction f.
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Le dénominateur est strictement positif en tant que racine carrée d’une expression.

2-3x>0 & -3x>-2 & x<_—2 = x<g

Tableau de variation de f sur ]—oo;l] X

X —00 g 1
3
f (x) + 4) —
0,77
f(@ ///////, \\\\\\‘
—00 O
Le maximum de la fonction f est f (gj = 2><g 1—E =E\/i= 0,77
3 3 \/ 3 3V\3
-25 -2 -15 -1 -0.5 0 05
-2
-4
-6
-8
-10
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Exercice 2C.3 :

., ] —nxUl X
Calculer les dérivées suivantes { 1 J: ( )

V)" ) )™
1

a) f(x):< ” 1)3 on pose u(x)=x2+1 > u'(x)=2x
X“ +

f est dérivable en tant que quotient de polyndmes :

(2+1)" (1)

Autre méthode : f (x)= (x2 +1)_3

f'(x): —3x2X —6X
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Si x>0, alors f (x) <0 et la fonction est décroissante.

> f'(x) :—3(x2 +1)_3_1><2x = —6x(x2 +1)_4 =

Si x<0, alors f (x) >0 et la fonction est croissante.

b) f(x) :(Zx3 +2x2)5 onpose u(x)=2x>+2x* > u'(x)=6x"+4x
f est dérivable en tant que fonction polynémiale :
> f'(x)= 5(2x3 +2x2 )4 ><(6x2 +4x) :1Ox(2x3 +2x2 )4 (3x+2)

3,52\ - T : 2
10(2x +2X ) >0 donc il faut étudier le signe de x(3x+2)=3x“+2x

-2-2 -2 -202
2x3 3 2x3
a =3 donc la dérivée est positive a 1’extérieur des racines :

> A=2°=4, x = 0

Si Xe }—%;O[ ,alors f (x) <0 et la fonction est décroissante.

si Xe }—oo;—é[u]OHoo[, alors f (x) >0 et la fonction est croissante.

0.015
0.01

0.005

-0.005

-0.01

3

3x%2+5 3x% +5

c) f(x)z( x++2j onpose u(x)= 5
6xx(x+2)—(3x%+5)x1 2 _3y2 _ 2 _
> u(x)= (x+2)( ) _6x2+12x-3x* -5 _3x2 +12x-5

(x+2)° (x+2)° (x+2)°
f est dérivable en tant que quotient de polynémes :
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3x2+5J 3x%2 +12x -5
X+2 (x+2)

9f'(x)=3(

2
LSX +25J >0 et (x+2)2 >0 en tant qu’expression au carré.
X+

A=12° —4x3x(-5)=144+60=204 ,
12204 6451 ot % ~12++/204 —6++/51
2x3 3 2 2x3 3
a =3 donc la dérivée est positive a 1’extérieur des racines :

. —-6—-4/51 —6++/51 . ..
Si Xe —\/_;—2 ) —Z;T\/_{,alors f'(x)<0 et la fonction est décroissante.
| —e—B1 -6+
Si Xe |—oo; \/_ U \/_ [ alors f (x)>0 et la fonction est croissante.
30000
20000
‘10000
1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
-10000
-20000
-30000
-40000
-50000
3x-5 2X X
d) f(x) onpose u(x)= X242 > u'(x)= =
X% +2 2\/x2+2 \/x2+2

VX2 + X— \/ ‘X +2 X(3x- 5
ef.(x)zg 2 (3 5 \/x2+ ’ \/x +2 \/x +2

2
( x2+2) X*+2
3(X2+2)_3x2—5x 6+5x
_ 22 Ix2+2 :\/x2+2 _ 6+5X
X% +2 X% +2 x2+2(x2+2)2

Le dénominateur est strictement positif.

6+5x>0 < x>—§
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Si x> —g ,alors f (x) >0 et la fonction est croissante.

Si x<—g , alors f'(x)<0 et la fonction est décroissante.

-5 -14 -13 -12 -1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

\/

e) f(x)=v3x+1 onpose U(X)=+/3x+1 > u'(x):%m

3
efv(x): 2\/3X+1 _ 3 _ 3
20V3x+1 23X +1x24V3x+1  4y3x+1x4/3x+1

Cette dérivée est strictement positive sur {—§;+oo‘: donc la fonction est croissante.

25

1.5
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