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EXxercices a prise d’initiative sur I’exponentielle

Exercice 1 :

Soit C la courbe représentative de la fonction exponentielle dans un repére orthonormal d’origine O.
Pour quel(s) point(s) M de la courbe C, la distance OM est-elle minimale ?

Proposer ensuite une solution en programmation avec python.

Exercice 2 :
Existe-t-il une/des tangente(s) communes (s) aux courbes C et C’ d'équations respectives : y=e* et

y ' _e—X—l
Si oui, déterminer cette/ces équation(s).

Exercice 3 :
Une fonction f est définie sur [-2;3] par: f (x)=(ax+b)e aveca, b etk réels, k étant strictement positif.

La courbe représentative de la fonction admet une tangente paralléle a I'axe des abscisses au point de C
d'abscisse —1 et une tangente paralléle a la droite d:y =-5x au point A(O;lO) .

Déterminer f .

Exercice 4 :
Soit C la courbe d'équation y =e* —1, x réel dans le plan muni d'un repére orthonormé.

Soient A le point de C d'abscisse 1, M un point de C d'abscisse x, ou X e[O;l]. Ou placer M pour que l'aire
du triangle OAM soit maximale ?

Exercice 5:
La courbe C a pour équation y = a(l—ebx) avec a et b des réels. Le point A a pour coordonnées (4;4) et la

droite (OA) est tangente & C en O.
Trouvez a et b.

Exercice 6 :
Soit n un entier strictement positif.

Soit la fonction f,, définie sur I’ensemble des nombres réels par : f, (x) = 2ne* —e**
et C, sa représentation graphique dans un repére orthonormé.
On admet que f,, est dérivable et que C,, admet une tangente horizontale en un unique point S, .
Indiquer si la proposition suivante est vraie ou fausse en justifiant votre réponse.
VRAI ou FAUX : Pour tout entier strictement positif n, I’ordonnée du point S,, est n?.
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Exercice 1 :
Soit C la courbe représentative de la fonction exponentielle dans un repére orthonormal d origine O.
Pour quel(s) point(s) M de la courbe C, la distance OM est-elle minimale ?
Proposer ensuite une solution en programmation avec python.

En utilisant Geogebra, il semblerait qu’il n’y ait qu’une seule

solution : 15

Les coordonnées du point M sont (x;e") donc la distance OM
mesure : 1

OM:1/x2+(eX)2:\/x2+e2X . M

11 sera plus simple d’étudier la distance OM? = x2 +e2X,
On pose pour tout réel x strictement positif la fonction f définie
par :

0.5

f(x)= X% +e%.
Cette fonction est dérivable comme somme de fonctions
polynomiale et carré d’exponentielle :

f'(x)=2x+2e*
f'(x)>0 < 2x+26™>0 < x+e2*>0
On pose pour tout réel x strictement positif la fonction g définie par :
g(x)=x+e™.
Cette fonction est dérivable comme somme de fonctions polynomiale et exponentielle :
g'(x)=1+2¢*

1 . . ,
9'(x)>0 o 1+26% >0 < e >~ Ce qui est vrai pour tout réel x.

Cette dérivée est strictement positive donc la fonction g est strictement croissante et continue.

or g(-1)=-1+e2<0 et g(-1)=0+e’=1>0

Ainsi g(-1)<0 et g(0)>0, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel
a e]-1;0[ tel que g(a)=0.

On trouve o =-0,426.

Ainsi, sur I’intervalle ]—oo;—O, 426[, la fonction g est négative donc f (x) <0 et la fonction f est décroissante

Ainsi, sur I’intervalle ]—0, 426;+oo[, la fonction g est positive donc f (x) >0 et la fonction f est croissante.
Le minimum de la fonction f est: f(—0,426)=0,608 d’ou une distance OM minimale égale a :

0,608 =0,780.
Les coordonnées du point M recherché sont : (—0, 426;e‘°’426) soit environ : (—0, 426;0,608).

Concernant la valeur «, on remarque que :
9(a)=0 < a+e**=0 o e =-¢

Donc : f(a):a2+e2“ = a?

—a=a(a-1)
Programmation en python :

from math import exp
def distance_ OM(x):

return (x**2+exp(2*x))**0.5
D=10
x=-1
for i in range(1,1001):
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x +=1/1000
dist = distance_OM(x)
ifdist<D:
D =dist
a=x
print(a,D)
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On obtient :
-0.4259999999999995 0.7797672449808926
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Exercice 2 :
Existe-t-il une/des tangente(s) communes (s) aux courbes C et C’ d'équations respectives : y=e* et

y'=—e"*.Sjoui, déterminer cette/ces équation(s).

Avec la calculatrice ou geogebra, on voit qu’il existe une solution.
L’équation de la tangente a la courbe représentant la fonction

f (x)=e" en tout point d’abscisse x=a est :
y=f'(a)x(x-a)+f(a) s
=e?(x—a)+e?
=e?xx+e?(1-a)
L’équation de la tangente a la courbe représentant la fonction
g(x)=-€" en tout point d’abscisse x=b est, sachant que

g'(x)=e":
y=9'(b)x(x=b)+g(b)
=e " (x-b)-e ™
=e " xx+e "t (~b-1)

Si ces deux tangentes sont égales, elles ont méme coefficient directeur et méme ordonnée a 1’origine :

ea:e—b—l a=-b-1 a=-b-1
e?(1-a)=e"?(-b-1) - e "1 (1-(-b-1))=e " (-b-1) < {1+b+1=—b—1

o (3), 321
a=-b-1 a=-b-1 a=-b-1 B 2 2 2 2
o o o
b+2=-b-1 b+b=-1-2 2b=-3 b 3
T2

1 1 1 1
. 1 ) , ) = 5 > 5
Si a=2.on obtient I’équation y =e®xx+e?(1—a)=e? xx+e? (1——):e2 ><X+Ee2

{3 =] 1 1 1 1
Si b=—g,onobtient I’équation y=e ( 2] XX+e [ 2} (—(—gj—lj:@xx-i-ez [g—l):ezxx+%e2.
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Exercice 3 :
Une fonction f est définie sur [-2;3] par: f (x)=(ax+b)e" avec a, b etk réels, k étant strictement positif.

La courbe représentative de la fonction admet une tangente parallele a I'axe des abscisses au point de C
d'abscisse —1 et une tangente paralléle a la droite d:y=-5x au point A(O;lO). Déterminer f .



AAAAAAAA M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Il faut identifier 3 critéres :

- Une tangente horizontale au point d’abscisse x=—1 donc f'(-1)=0,
- Une tangente parall¢le a la droite d’équation y =-5X au point d’abscisse x=0 donc f (O) =-5,
- Lacourbe C passe par le point A(0;10) donc f (0)=10.
La fonction f est dérivable en tant que composeée de fonctions polynomiales et exponentielle :
f'(x)=axe® +(ax+b)xke®™ = [a+k(ax+b)].

Ainsi :
kx(—1
e“ark(ax(-2)+h)]=0  [e*[ask(-a+b)]=0  [a+k(-a+10)=0
e“%la+k(ax0+b)|=-5 < {ix[a+kb]=-5 & {a+10k=-5
(ax0+b)e? =10 b=10 b=10
(-5-10k)+k (—(-5-10k)+10)=0 ~5-10k +k (5+10k +10)=0
< Ja=-5-10k < Ja=-5-10k
—5-10k +15k +10k? =0 10k% +5k —5=0 2k? +k-1=0
< Ja=-5-10k < Ja=-5-10k < Ja=-5-10k
b=10 b=10 b=10
Discriminant : A =1* —4x2x(-1)=9=3 donc k1:ﬁ=;4:—1 et k, s 2 1
2x2 4 2x2 4 2
k est strictement positif donc on retient k = %
1 La M¢ici

Ainsi : a=-5-10k :—5—10x§:—5—5:—10

1
Et f(x)=(-10x+10)e?"
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Exercice 4 :
Soit C la courbe d'équation y =e* —1, x réel dans le plan muni d'un repére orthonormé.

Soient A le point de C d'abscisse 1, M un point de C d'abscisse x, ou X e[O;l]. Ou placer M pour que l'aire
du triangle OAM soit maximale ?
Le point A a pour coordonnées A(1;e—1).

Le point M a pour coordonnées M(x;e* ~1).
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(1 X—e +xe)

1
On pose f(x):E(l—x—eX+xe).
La fonction f est dérivable en tant que composée de fonctions polynomiales et exponentielle :
: 1
vxe[0:1] : f (x):E(—l—eX+e).
f'(x)>0 & -1-e*+e>0 < —e*>l-e o e"<e-1 < x<In(e-1)
x |0 In(e-1) 1
f'(x) + ( —

f / \

e-1
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f(In(e-1))= %(1— In(e-1)- " L exin (e —1)) = %(1— In(e-1)—(e-1)+exIn(e-1))

:%(2—e+(e—1)xln(e—1)).
M doit étre au point d’abscisse : x=1In(e-1).
La M¢ici
Exercice 5 :
La courbe C a pour équation y = a(l—eb") avec a et b des reéels. Le point A a pour coordonnées (4;4) et la

droite (OA) est tangente a C en O.
Trouvez a et b.

Le point A a pour coordonnées (4;4) donc le coefficient directeur de la droite (OA) est égal a 1.
On définit la fonction f pour tous réels a, b et x par :
f(x)= a(l—ebx).

f est dérivable en tant composée de fonction exponentielle et de fonction polynomiale :

f '(x) = —abe™
Ainsi :
bx0
f(0)=0 a(l—e ):O a><0=0 b:_l
f'(0)=1 o {-abe”?=1 & {-ab=1 SN a
: _ : bx) _ . bx\ lim a(1-e™)=4
Xll)rpoof(x)—4 XILTwa(l—e )—4 XILngooa(l—e )—4 X—>+0 ( )
_1y
D’ou: lim a(l—e a J=4.
X—>+00
On pose X:—lx,en sachant que _lim eX =+ et _lim eX =0, a étant un réel constant, on a :
a —>+0 X——0
_1y
lime?3 =0
X—>+00
_1y
Donc : lim a(l—e a ]: lim a=4.
X—>+00 X—>+0

2 @
Onobtient: a=4 et b:—i 411 LGM(I‘CI
a
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Exercice 6 :
Soit n un entier strictement positif.

Soit la fonction f,, définie sur I’ensemble des nombres réels par : f, (x)=2ne* —e?*
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et C, sa représentation graphique dans un repere orthonorme.
On admet que f,, est dérivable et que C,, admet une tangente horizontale en un unique point S, .
Indiquer si la proposition suivante est vraie ou fausse en justifiant votre réponse.

VRAI ou FAUX : Pour tout entier strictement positif n, [’ordonnée du point S, est n2.

La pente de la tangente est égale a la valeur de la dérivée.
Une tangente horizontale est associée a une dérivée nulle.
La fonction f est dérivable en tant que différence de fonctions exponentielles.

VxeR, f,'(x)=2ne* —2e* = 2(neX —ezx) =2(ne* —e*xe*)=2e* (n-e")
L’exponentielle étant strictement positive, on a :
f.'(xX)=0 & n-e"=0 < e‘=n < x=In(n).
L’abscisse du point admettant une tangente horizontale est In(n).
Son ordonnée est :

n(n?
f,(In(n))= 206" _e2) _ 5y _e () =2n?-n? =n?

La proposition est vraie.
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