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Limites de suites avec des exponentielles

_ - : A 1 . g'n
Exercice 8C.1  On considére la suite (u, ) définie par u, = > et, pour tout entier naturel n, u, ; = >
n+
1. Montrer que, pour tout entier naturel n,ona O<u, <1.
2. Endeduire que, pour tout entier naturel n, u, ; < Pt
n+

3. Montrer que la suite (u, ) converge.
Exercice 8C.2
Les suites (z,) et (t,) sont définies pour tout entier naturel n, par z, =1, z,,, =z, +1 et t, =e™ ™.
Onnote S, =t,+t +..+t,.

1. Montrer que la suite (t,) est géométrique.

2. Montrer que la suite (t,) est convergente.

3. Déterminer la limite de la suite (S,).
Exercice 8C.3  Soit (u,) la suite définie par uy, =5 et, pour tout entier naturel n, u_, =2-¢ ",

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :
1. u,=0.
2. Upg <Up.
Exercice 8C .4
Partie A On considére la fonction f définie sur [0;+oof par: f(x)=+/xe"™ .
On note C la courbe représentative de f dans un repére du plan.
. : - (g . e X
1. Déterminer la limite de f en +oo. On pourra veérifier que pour tout réel x>0, f(x)=—><—x.
X €
Interpréter graphiquement le résultat.

2. La fonction f est dérivable sur ]0;+oo[ . Pour x>0, calculer f'(x).

3. Dresser le tableau de variation de f.
Partie B Pour tout entier naturel n non nul, on note u, 1’aire du domaine délimité par la courbe C,

I’axe des abscisses, et les droites d’équation x=n et x=n+1.
1. a. Esquisser une figure schématisant la situation.

b. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, f (n+1)<u, < f(n).
2. En déduire que la suite (u, ) est décroissante.

3. Prouver la convergence de la suite (u, ) et déterminer sa limite.

Exercice 8C.5
X

eX -1

1. On considére la fonction f définie sur ]O;+oo[ par f(x)=

a. Déterminer la limite de fen O.
b. Déterminer la limite de f en +co.

12 n-1
. S e . 1 5o e
2. Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par : u, =—[1+ e +e" +..+e " j
n

1 2 n-1
a. Calculer 1+e" +e" +...+e ", puis en déduire que u, = (e—1) f (lj
n

b. En déduire, en utilisant la question 1., que la suite (un) converge vers e—1.
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Exercice 8C.1  On considére la suite (u,) définie par uj =3 et, pour tout entier natureln, u_ ., = 7
n+
1. Montrer que, pour tout entier naturel n,ona O<u, <1.
Initialisation : u, = > donc : 0 <u, <1 ->Iinitialisation est vérifiée.
Héréditeé : Supposons qu’il existe unrang ne N tel que 0< Uy <1, celaimplique-t-il O<u_, <17?

Par hypothese :  O<u, <1
< e¥<en<el
Un
1 _e"n __ ¢
nN+2 n+2 n+2

Orsi neN’, alors L o oete<3 e & <3
n+2 n+2 n+2
Donc: O0<u,,; <1 ->T’hérédité est vérifiée.

Par récurrence, pour tout neN, 0< u, <1.
. : e
2. Endeduire que, pour tout entier naturel n, u, ; <——
Pourtout neN : O<u,<1

o e <eth <ol

Un
L =" &
n+2 n+2 n+2
3. Montrer que la suite (u,) converge.

. 1 . e
lim —= lim ——=0
N—>+on4+2 N>+on42
D’apres le théoréme des gendarmes :
limu ,=0.
N—+00

Ainsi lim u, =0 et lasuite (u,) est convergente vers la valeur 0.
N—+o0

+1

Exercice 8C.2 :

Les suites (z,) et (t,) sont définies pour tout entier naturel n, par z, =1, z,,, =z, +1et t,=e ™.
Onnote S, =t,+t +..+t,.

1. Montrer que la suite (t,) est géométrique.
Pour tout entier naturel n :
t

La suite (t,) est géométrique de raison el

4 —(zp+ —7. - _ _
_ il _ a0t -zl -z, 1_ 1
n+1—e =€ =€ =€ xe —tnxe

2. Montrer que la suite (t,) est convergente.

-7 1
— 0 —
tO - e - .

L’expression générale de la suite (tn) est :
t, =ty % q" = elx (e_l)n = (e_l)n+1 :

1 - 1 n+1_ . B
Or 0<e <1 donc: lim (e ) =0 et lim t,=0.
Nn—+o0 N—+o00
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La suite (t,) est convergente vers .

3. Déterminer la limite de la suite (S,).

Sp=ty+ +..+t,

() +(e) +er (V)

n+1

1—(et

R

1-e

n+1
Or lim (efl) " =0 donc:
N—+00
1 1

. 1 1 a a 1 e 1
nI—ImooS”:e x 1= 61: e_]_:_x 1 A
l-e 1= € e e-1 e-1

€ € S
La Mcrci

Exercice 8C.3 :
Soit (u, ) la suite définie par uy =5 et, pour tout entier naturel n, u_, =2-¢ .
Démontrer par récurrence gue, pour tout entier naturel n :

1.

u, 0.
Initialisation : uy =5 donc : u, >0 —>I’initialisation est vérifiée.

>07?

Héredité : supposons qu’il existe unrang ne N tel que u, >0, cela implique-t-il u,,, >

Par hypothése : u, =20

-u, <0

e N <1

—ein>_1

—e M 42>-1+42

Uy 2120 - I’hérédité est vérifice.

Par récurrence, pour tout neN, u,, >0.

(N R

Upg SUp.
TUNT . —Uu —
Initialisation : u; =5 et u;=2—-e 9=2-e > =1,993
donc : u; <u, ->Iinitialisation est vérifiée.

Heéredité : supposons qu’il existe unrang ne N tel que u, ; <up,

cela implique-t-il u, ., <u 4 ?
Par hypothese : U SUp
< —Ug,g =,
Py e_un+1 >eg Un
P _e_un+1 <_gUn
o 2-e M<p gl
< U, SU,,; 2 I’hérédité est vérifiée.

Par recurrence, pour tout neN, u, 4 <u,.
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Exercice 8C.4 :
Partie A
On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par: f (x):\/;el_x.
On note C la courbe représentative de f dans un repére du plan.
— . X
1. Déterminer la limite de f en +oo. On pourra vérifier que pour tout réel x>0, (X) = —X.

i
Interpréter graphiquement le résultat.
Onpose: X=1-x & X-1=-x < 1-X=x.Sixtend vers +o0, alors X tend vers —oo,

Ainsi :

lim /xel™* = I|m 1—xeX :Xlim «/1—X><§><exz lim 1_XxXeX

X—>+00 ——0 X X—>—0 X
Par croissances comparees :
I|m XeX =0.

—00

Et: lim = .
X—>-o X X—>—0 X—>—w0 X X——w X X
Ainsi par produit :

I|m f(x)=0.

X——0
Autre méthode plus rapide :

Jim Ixel™* = Jim \/;x\/_xexe X— lim —= _lim 2<% —o

J_ x—>+aof x—+0 [y eX

La courbe représentant la fonction f posséde une asymptote horizontale d’équation y=0 au
voisinage de +oo.
2. Lafonction f estdérivable sur ]0;+oo[ . Pour x>0, calculer f'(x).

f'(x)= 2\1/;><e1‘x +/xx(-1)e"* = (%_&jel—x _ (1_2)(}&‘)‘

3. Dresser le tableau de variation de f .
Sur 0;+oq[, e X>0 et 2Jx>0.

1-2x>0 & -2x>-1 & x<%

x |0 l +00
2
f'(x) + -
(3
f(x) / \
0 0
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Partie B
Pour tout entier naturel n non nul, on note u, I’aire du domaine délimité par la courbe C, I’axe des abscisses,

et les droites d’équation Xx=n et x=n+1.
1. a. Esquisser une figure schématisant la situation.
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f(n)

f(n+1)

n, 1 n,+ 1

b. Démontrer que pour tout entier naturel nnon nul, f(n+1)<u,<f(n).
La fonction f étant décroissante sur ‘:%;4—00[, I’aire u, est donc comprise entre ’aire des

rectangles de taille 1x f (n) et 1x f (n+1).
Ainsi :
f(n+1)
2. Endéduire que la suite (
Pour tout entier naturel n :
f(n+2)<u,,, <f(n+1)<u,<f(n)
soit pour tout entier naturel n :
Upyg SUp

<f(n)

<u,
u,) est décroissante.

Ainsi la suite (uy ) est décroissante.
3. Prouver la convergence de la suite (u, ) et déterminer sa limite.
La fonction f étant positive, la suite (uy,) est positive.

La suite (u,) est ainsi décroissante et minorée, elle converge.
A partir de la relation :

f(n+1)<u,<f(n)
sachant que : Xl_lmo f(x)=0

alors : lim f(n+1)= lim f(n)=0.
X—>+00 X—>+00
D’apreés le théoréme des gendarmes, la suite (u,, ) converge vers la valeur 0.
) )
La M¢rci
Exercice 8C.5:
1. On considére la fonction f définie sur ]0;+oo[ par f(x)= eXX T

a. Déterminer la limite de fen 0.
Formule de cours :
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X

lim =1 donc: lim——=1
x—=0 x x—0e” -1
b. Déterminer la limite de f en +.
- - L | ) ,
lim = lim = —= =00 par croissances comparées.
X—>+0 ¥ X—>+00 x X
Donc: lim f(x)=0
X—>+00
Autre méthode :
) . x e* . xe*
lim = |lim —x—= lim

x—>t0pX _1 xot0eX_1 @ X xo+0l_p X
Onpose: X=—X < x=-X.
e * —xeX

. X ,
Ainsi:  lim — = Jim < -
X—>+0]_—@ X—>-01_p

Or lim eX=0 et par croissances comparées : _lim xeX =0.
X——0 X——0
Ainsi:  lim f(x)=0.

X—>+00

1 2 n-1
. PP . 1 - -
2. Soit (uy) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par : uj :—{1+e“ +eM"+..+e " )
n

n

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme égal a 1 et de
1

raison e" . Ainsi :

1 2 n-1
a. Calculer 1+e" +e" +...+e " , puis en déduire que u, :(e—l) f (ij

1 n
_| an
12 ot (ej 1-e e-1
l+eM+eN 4. +e M =1x

1 11
1-e" 1-e" e"-1
1
X 1y 5 1 1
Or f(x):ex_ d’ou f[ﬁj: T :ﬁx T
e -1 e -1
12 n-1
Donc un:1(1+e”+e”+...+e n J:lx(e—l)xnxf(i):(e—l)xf[lj.
n n n n

b. En déduire, en utilisant la question 1., que la suite (un) converge vers e—1.
lim 1:O et limf(x)=1,donc: lim f(l)zl.
n—+o n x—0 N—+o0 n

Ainsi: lim u(n)=e-1.

N—-+00




