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Exercices sur le produit scalaire

Exercice 1A.1: : F
ABCDEFGH est un cube d'arﬂei A B
Calculer le produit scalaire HB.CF:
1) sans utiliser de repére.
2) & l'aide d'un repére. H ------------- G
D : C
Exercice 1A.2 : A
ABCD est un tétraédre régulier d'aréte « K
1, J et K sont les milieux respectifs de [AB], [BC] et [AD].
Déterminer les produits scalaires suivants : D
1) ACAD B
2) BLAJ X
3) N.CD c
4) JK.AD
5) JAJD
6) BC.DA

Exercice 1A.3:
ABCDE est une pyramide a base carrée de sommet E.

Toutes les arétes sont de méme longueur «
Déterminer les produits scalaires suivants :
1) EAEB
2) EAEC
3) EADC
4) ED.DB
5) DBEC

Exercice 1A.4 :
ABCDEFGH est un cube d'aréte de longueur 1. ‘

| et J sont les milieux respectifs de [AE] et [BC]. 7 F

Déterminer la mesure de I’angle HIJ a 0,1 prés. Q D

Exercice 1A.5:

ABCD est un tétraédre régulier d'aréte #
J est le milieu de [BC].

Déterminer une mesure de I’angle AJD a 0,1 pres. B D
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Exercice 1A.1: E F
ABCDEFGH est un cube d'aréte 1. :

Calculer le produit scalaire HB.CF : A
1) sans utiliser de repére.
2) a l'aide d'un repere. G
D c
1) Toutes les faces adjacentes du cube sont perpendiculaires.
HB=HD+DC+CB et CF=CG+GF
Donc :
HB.CF - (M + DC + CB) (G + GF)
=HD.CG +HD.GF+DC.CG + DC.GF+CB.CG +CB.GF
=1x1xcosz+0+0+0+0+1x1xcosO
=0
2) Dans le repére (Dﬁ)mﬁ) on obtient les coordonnées suivantes :
1 0
H(0;1;0) , B(1;0;1) , C(1;0;0) , F(1;1;1) , HB| 1|, CF|1
1 1
Ainsi: HB.CF=1x0+(-1)x1+1x1=0.
Exercice 1A.2 : A
ABCD est un tétraedre régulier d'aréte # "
1, J et K sont les milieux respectifs de [AB], [BC] et [AD]. I
Déterminer les produits scalaires suivants: D
1) AC.AD 5
2) BI.AJ
3) 13.CD TN
4) JK.AD
Dans un tétraedre régulier, toutes les faces sont des triangles equilatéraux.
=l = — ) o 1 a
1) AC.AD:HACHxHADchos AC,AD)=a><a><cos 3=t =7
2) Jest le milieu de [BC] donc (AJ) est une médiane du triangle ABC et (AB AJ) —%
—or
En faisant un schéma, on obtient : BI, AJ =
S o 2
Bl.AJ=HB|H><HAJchos(B|,AJ)=_><£a coos[ 57| ¥3,2, [ B3’
2 6 4 2 8
AUTRE METHODE -
BI.AJ =BI.(AB+BJ) = |BI|x|AJ]xcos () + Bl x HBJchos( | §J)
a® a® 1 a° a° 3° La M¢ci

a a_a T
=—aX—+—-X—XCO0S§| —— |=——F+—X—=——F—+—=—
2 2 2 (3) 2 4 2 2 8 8
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| milieu de [AB] et J milieu de [BC] : d’apres le théoreme des milieux : U= %A—C

Donc:
13.05 =3 AC.CD =~ 5 CA.CB - |CA] D] xcos( A, €5 | = S aacos - £ |
2 2 2 2 3
a? 1 a’
=——X—-=——
2 2 4

4) Le triangle AJD est isocéle en AJ : les deux hauteurs [JA] et [JD] sont de méme longueur.
Ainsi J appartient & la médiatrice de [AD] et K étant le milieu de [AD], la médiatrice de [AD] est
la droite (JK).

Donc : JK.AD=0.
Autre méthode : avec un repére

Dans le repére (BﬁBTfﬁ) , on définit les points suivants :
A(1;0;0), C(0;1;0), D(0;0;1), K
1(0,5;0;0) , J(0;0,5;0)

Or: W=%(ﬁ+ﬁ) donc: K(0,5;0;0,5) B ’
On peut définir les vecteurs suivants : J
0,5 -1 C
JK|-0,5| et AD|0
0,5 1
Ainsi:  JK.AD=-0,5+0+0,5=0

Autre méthode : avec le produit scalaire, les médianes étant toutes des hauteurs
JK.AD =18+ BK).AD y

= JB.AD + BK.AD K

~~(BK+KC).AD “

=1(BK.AD+ KC.AD)
2
=0
Car les médianes [BK] et [KC] sont des hauteurs dans les triangles équilatéraux ABD et ACD.

5) JA.J5 = (18-+ BA).J5

=JB.JD+BA.JD

=BA.JD

La Mcici
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:ﬁ.<JT3+§+E)
—BA.JB+BA.BI+BA.ID
—_BJ2 +BAxBI+0
—_BJ?+2xBIxBI
—_BJ?+2xBI?
- BI?

6) B?.ﬁ:(ﬁ+@).ﬁ
=(W.ﬁ+?c.ﬁ)=o
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Exercice 1A.3:
ABCDE est une pyramide a base carrée de sommet E.

Toutes les arétes sont de méme longueur .
Déterminer les produits scalaires suivants :
Tous les triangles sont equilatéraux.

On considere H le pied de la hauteur issue de E.

N7

On obtient aisément avec Pythagore : AH =EH = TX a.

2
1) EAEB = EA><EB><<:0360=axax%:a7

Autre méthode :
EAEB-= (ﬁ+ﬁ)(ﬁ4+ﬁ3)
= EH.EH + HA.EH + EH.HB + HA.HB

=EHXEH
:£ax£a_1a2
2 2 2
2) EAEC
\/Exa
Dans le triangle rectangle AHE, sin AEH =%= 2a :£ donc AEH =sin 1[£J:%

Ainsi: AEC=2xAEH = 2x%=g et le triangle AEC est rectangle en E.

Donc : EAEC=0.
Autre méthode :
ﬁ.ﬁ:(ﬁm_pl).(ﬁmc) EH.EH + HA.EH + EH.HC + HAHC = EHxEH—HAxHC =0
S — 1) a?

3) EADC=EAAB=EAxABxc0s120 =axax _E =—?
Autre méthode :
ﬁ.ﬁ::(ﬁer).(erH—C)=ﬁ.ﬁi+ﬁ.ﬁ+ﬁ.ﬁé+ﬁ.%

N2 2 a?

=0+0+0-HAX HC_——a —a_ )



La Méici
4) ED.DB >de méme, le triangle EDB est rectangle et isocéle en E, donc EDB =45 et (ﬁ),ﬁ) =135°

2

ED.DB = EDx DB x c0s135 = ax\/iax{—?J —-a’°
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Autre méthode :

53

ﬁ.ﬁ:(ﬁjtﬁ).ﬁ=ﬁ.ﬁ+@.ﬁ:—HDxDB=—7ax\/§a=—a2

5) DB/EC - DB, (EH + HC) ~ DB.EF + DEHC ~0
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Exercice 1A 4 : E / :
ABCDEFGH est un cube d'aréte de longueur 1. P F
| et J sont les milieux respectifs de [AE] et [BC]. L
) el A e c
Déterminer la mesure de I’angle HIJ a 0,1 pres. R
Nous devons définir un repére orthonormé (A@EATE) A J
B

On obtient : I(O;O;%j,J(l;%;O] et H(0;1;1).

D’ou les vecteurs : 1] 1;1;—1 et IH 0;1;l .
2 2 2

Calcul du produit scalaire :
ﬁ.m:1x0+lxl—1x£:£—1:£
2 2 2 2 4 4

13.1H =\/12 +[%)2 +(—%j2 x\/lz +Gj2 xcos(HIJ)z\/gx\/gxcos(HlJ)

Par identification :

1

\Ex\ﬁxcos(Hw)z1 & cos(HN)=—=%4—= < Hi=cos™ _ b 7948
2°\4 4 \F \F \F \F
— X, |= 4.1—x,|—
2 V4 2 \4
Autre méthode : Avec le produit scalaire (aucun besoin de repere)
10.1H = (1A + AB + BJ)(IE + EH)
—I1A.IE+IA.EH+AB.IE+AB.EH+BJ.IE+BJ.EH
=—IA? +0+0+0+0+BJxEH
1 1 1
—_t =
4 2 2
IJZ:ﬁ.ﬁ:(ﬁ+E+§J).(ﬁ+E+§J)

—1A.IA+IA.AB+IA.BJ+AB.IA+AB.AB+AB.BJ +BJ.IA+BJ.AB+BJ.BJ
—IA%2+0+0+0+AB%+0+0+0+BJ?
1 1 3

=—+1+==—
4 4 2
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9|J=ﬁ
2

IH = 1H.1H = (1€ + EH).(IE+ EF)
_1E.E + IE.EF -+ EFLIE + EH EF

=1E2 +0+0+EH?

l+l:§
4 4

em:ﬁ
4

1
\Ex\ﬁxcos(Hu)=l & cos(HN)=—=%— < Hi=cos™ _ L 7948
2 \4 4 \F \F \F \F
— X, [ 4 1= x,|—
2 \4 2 \4
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Exercice 1A.5:
ABCD est un tétraedre régulier d'aréte #
J est le milieu de [BC].
Déterminer une mesure de [’angle AJD a 0,1 pres. B D
Le théoréme de Pythagore permet d’obtenir : ’
\/§ J

JA=D=""xa
2
D’autre part :
JA.JD=(JB+BA).(JB+BD)
=JB.JB+JB.BD+BA.JB+BA.BD
=JB? +JBxBDxcos(f3,ﬁ)+ BAxJBxcos(ﬁ,JTs)+ BAx BD x cos (60)

2
:(%j +gxaxcos(120)+ax%xcos(120)+axaxcos(60)

a’ a’ 1\ a® 1) a®
ST Il IFIRLEY Rl

4 2 2 2 2 2

a’

4

En identifiant les deux produits scalaires :
a2
JAxJDxcos(AJD) =2
4
a’ a’
4 4 a® 4

N cos(AJD): - ZZTXQ:%

2 2
) ]
& AlD=cos! (%) =70,53° LCIM(I’CI



