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Problémes sur les suites et intégrales

Exercice 5B.1 :

4In(x+5
On considere la fonction f définie sur I’intervalle [0;+oo[ par : f(x):%.
X+

1. Montrer que f est dérivable sur [O;+oo[. Etudier le signe de sa fonction dérivée f', sa limite
éventuelle en +oo et dresser le tableau de ses variations.

2. On définit la suite (uy )., par son terme général u, :j: f (x)dx.
a) Montrer que si n<x<n+1,alors f(n+1)<f(x)<f(n).
b) Montrer, sans chercher a calculer u,, que pour tout entier naturel n, f (n +1) <u, <f (n)
¢) En déduire que la suite (un) est convergente et déterminer sa limite.

3. Soit F lafonction définie sur [0;+oo] par F(x):(ln(x+5))2.

a) Justifier la dérivabilité sur [O;+oo[ de la fonction F et déterminer, pour tout réel positif x, le
nombre F'(x).

n
b) On pose, pour tout entier naturel n, 1, =j0 f (x)dx. Calculer I,.
4. On pose, pour tout entier naturel nnon nul, S, =uy +U; +...+U, ;.

Calculer S, . Lasuite (S,) est-elle convergente ?

Exercice 5B.2 :
1 —t2
On considére la suite (1,) définie pour n>0 par: I =
(1) P P n -([1+n+t

1)  a- Déterminer le sens de variation de cette suite.
b- Montrer que (1) est une suite positive.

—t2

1 s
c- Montrer que, pour tout t€[0;1] ,ona: <—— etendéduire que 0< 1, si.
l1+t+n 1+n n+1
Que peut-on en conclure ?

2) On considére deux fonctions f et g définies sur [0;1] par :
2
f(x)=e*+x-1 et g(x)zl—x+x7—e‘x.
a- Etudier le sens de variation et le signe de f.

b- En déduire le sens de variation de g sur [0;1].

2
_ X _ X
c- Etablir, pour tout x appartenant a [0;1], I’encadrement : 1-x<e ™ <1- X+

d- En déduire un encadrement de et pour tout t €[0;1] .
_ 2 <28
3(n+2) 30(n+1)

f- - Donner une valeur de p telle que 1, <1072,

e- Etablir ’encadrement :
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Exercice 5B.3 :
L’objectif est d’étudier la suite u définie par uy =1 et, pour tout entier naturel n,

Un+1:Un+m.

On pose pour tout entier naturel n et pour tout reel x :
fr ()= (1-x)" xe*.
1. Veérifierque f_ (x)=f. ., (X)=(n+1) f,(x).
1
2. En déduire que j f (X)dx—(n +l).[0 fo(x)dx =-1.
3. ATaide de ce qui précéde, démontrer que, pour tout entier naturel n,
11
u, :e—mjo fo(x)dx.
4. Démontrer que, pour tout entier naturel n et tout réel x <[0;1], la relation :
0< f,(x)<e”
et en déduire un encadrement de _[ dx.

5. Quelle est la limite de la suite u ? Justlfler.

n

il s'agit d'établir que & = 1im
n—s00 —0 ]\,

Exercice 5B.4 :
n
R . (s 1
On considére la suite de terme général S, = Z E
k=2
k+1 dt k dt

1
a) Pour k eN’, comparez m avec jk el

b) Montrez que I|m S—”:l.
—>+onn
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Exercice 5B.1 :

4In(x+5
On considere la fonction f définie sur I’intervalle [0;+oo[ par : f(x)z%.
X+

1. Montrer que f est dérivable sur [O;+oo[. Etudier le signe de sa fonction dérivée f', sa limite

éventuelle en +oo et dresser le tableau de ses variations.
La fonction x+—> x+5 est dérivable sur [0;+oo[ et prend ses valeurs dans [5;+o[ .

La fonction In est dérivable sur ]0;+co[ or [5;+oo[ =[0;+c0[ donc par composition la fonction
x> In(x+5) est dérivable sur [0;+oq| .
La fonction f est dérivable sur [O;+oo[ en tant que quotient de fonctions dérivables dont le

dénominateur ne s’annule pas sur [O; +oo[ :

wxel0 4ol © f'(x _4xxiSX(X+5)_4In(X+5)X1_4—4In(x+5)_4(1—|n(x+5))
<[0rer] = ()= (x+5)2 - (x+5)2 - (x+5)2

Vxe[0;+0 : f'(x)>0 < 1-In(x+5)>0 < -In(x+5)>-1 < In(x+5)<1

& x+5<el < x<e-5
Or e-5<0 donc Vxe[0;+oq] : f'(x)<O0.

Onpose X =x+5: lim M: lim 4In_(X):0 et f(O):4|n(O+5):4ln5
X—>+00 X+5 X >+ 0+5 5
X 0 +o0

f'(x) —

4In5

5
f(x)

0
n+l

2. On définit la suite (uy )., par son terme général u, :In f(x)dx.
a) Montrer quesi n<x<n+1,alors f(n+1)<f(x)<f(n).
Soit n un entier quelconque positif : la fonction f est décroissante sur I’intervalle [n;n+1].
Donc f(n)> f(x)>f(n+1) soit f(n+1)<f(x)<f(n).
b) Montrer, sans chercher a calculer u,, que pour tout entier naturel n, f (n +1) Su, < f (n)
En intégrant la relation précédente, on obtient :
n+1 n+1 n+l
jn f(n+1)dxs.[n f(x)dxsjn f (n)dx
o [f(n+1)x x]:+l < 'f:ﬂ f(x)dx<[ f(n)x x]ﬂ+1
< f(n+1)x(n +1—n)sf:+1 f(x)dx< f(n)x(n+1-n)
< f(n+)<u,<f(n)
c) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
On a montré que Jim (x)=0 donc lim f(n)= lim f(n+1)=0.

N—>+o0 N—>+o0

Par encadrement : lim u, =0.
X—>+00

La M(ici
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3. Soit F lafonction définie sur [0;+oo par F(x):(ln(x+5))2.
a) Justifier la dérivabilité sur [0;+co[ de la fonction F et déterminer, pour tout réel positif x, le

nombre F'(x).
La fonction x> In(x+5) est dérivable sur [0;+oo[ et la fonction x> x* est dérivable sur R .
Donc la fonction F est dérivable sur [O;+oo[ en tant que composee de fonctions dérivables .
1 In(x+5)
Vxel0;4+0 1 F'(X)=2(In(Xx+5))x =2x ==f(x
o5+ F(x)=2(in(x48))x- 1o =22 g )
b) On pose, pour tout entier naturel n, I, :jn f (x)dx. Calculer I,.

Soit n un entier quelconque positif : F'
Ainsi: 1, = [ £ (x)dx=[2F (x) ]y =2
~2|(In(n+5))° ~(In(0+5))
:2[(In(n+5))2—(Ins)z}:Z(Inz(n+5)—ln25)

4. On pose, pour tout entier naturel nnon nul, S, =ugy+U, +...+U, 4

N~ —~
M
—~
>
~
|
T
—~
o
~
~

Calculer S,,. La suite (Sn) est-elle convergente ?
Soit n un entier quelconque positif :

Sn=u0+ul+...+un_1_.|‘ f( dx+j x)dx+.. +_[ x)dx = I x)dx =1,
Pour tout entier n strictement positif :

Su=1, :2[(In(n+5))2 _(|n5)2]

. _ 2
nI_|>r11ooln(n+5):+oo donc nI_|)rl1oo(ln(n+5)) = 40,

. . 2 2 : : B
Par différence : nl_lmooz[(ln(nJFS)) —(In5) J_+oo lasuite (S,) divergeet lim S, =-+oo0
La Mcrci

Exercice 5B.2 :

—t2

dt.

1
On considére la suite (1,) définie pour n>0 par: I =
(1) P P n i';1+n+t

1)  a- Determiner le sens de variation de cette suite

_2 _2 1 2 42
t t et et

1
Calculons | — | ——dt=
e £1+ n+1) ° j1+n+t £n+2+t 1+n+t
|
0.

et [(L+n+t)—(n+2+t)] Jl. e‘tzx(—l)

dt = dt
(n+2+t)x(1+n+t) o(N+2+t)x(1+n+t)
—_t2
€ dt
0(n+2+t)><(1+n+t)

Tous les termes de 1’intégrale sont positifs donc I’intégrale est positive.

5 3
Donc 1, -1, <0 etlasuite (I,) est décroissante. Ixz dx>0 , _fxz dx<0

b- Montrer que (In) est une suite positive.
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L’intégrale d’une fonction positive est positive et 0<1 donc (I,) est une suite positive.

—t2

1 -
<—— etendéduireque 0<1, si

c- Montrer que, pour tout t € [0;1] ,ona: .
1+t+n 1+n n+1

—t2
e 2 1
X

Que peut-on en conclure ? NB : =e
1+t+n 1+t+n

0<t<1 donc 0<t®<1 et 0>—t2>-1 donc e®>e ¥ >el soit el<e™ <1,
D’autre part :
1 1 1
> >

0<t<l donc n+l<n+l1+t<n+2 d’ou: > >
n+l n+1+t n+2

Ainsi: 0<e <1 et O<—— <—1  ainsi par produit :
n+1+t n+1
_t2

RO S e 1

X <1x & <—.
1+t+n 1+n 1+t+n 1+n
1 2 1 1
Par intégration : I dt<|——dt
pl+n+t 01+n
1
Soit Inﬁ[ 1 xt}
1+n |y
1
|, <—
"T1+4n

La suite (1,) est décroissante et minorée : elle converge.
, 1 , . :
lim ——=0 or (1) estune suite positive donc par encadrement : lim I, =0.
n—+014n N—>+o00
2) On considere deux fonctions f et g définies sur [0;1] par :
X2
f(x)=e"+x-1 et g(x)=1—x+?—e‘x.

a- Etudier le sens de variation et le signe de f.
f est dérivable comme somme et composée de fonctions exponentielle et polynomiales.
vxel[0;1] : f'(x)=—e"+1
f'(x)>0 & -e7+1>0 < 1> < Inl>—x < 0<x.
Donc f est croissante sur [0;1] avec f(0)=e%+0-1=0 ;ainsi ¥xe[0;1] : f(x)=0
b- En déduire le sens de variation de g sur [0;1].
g est dérivable comme somme et composée de fonctions exponentielle et polynomiales.
vxe[0;1] : g'(x)=—1+x+e=f(x)

vxe[0;1] : f(x)=0 et g'(x)=0 : lafonction g est croissante sur [0;1].
2
Or g(0) =1—O+0?—e‘0 =0 : lafonction g est positive sur [0;1].

2
: . _ X
c- Etablir, pour tout x appartenant a [O;l], lencadrement : 1—x<e™* sl—x+7.

vxe[0;1] : f(x)>0 donc e +x-1>0 < e *>-x+1 < 1-x<e™ .

2 2 e
vxe[0;1] : g(x)>0 donc 1—x+x?—e‘x>0 o 1-x+— e, L,Qwa‘a—rg!
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2

Ainsi Vxe[0;1] : 1-x<e™* sl—x+x7

d- En déduire un encadrement de e pour tout t [0;1] .

4
En posant x =t?, on obtient : Vt[0;1] : 1-t <ot <12 +%.

23
<l <—==_
3(n+2) 30(n+1)

La fonction t+—>1+n+t étant positive pour tout Vt €[0;1] , on obtient :

e- Etablir ['encadrement :

1-t2 ot 1-t24—
< <
1+n+t 1+n+t 1+n+t

Puis en intégrant sur I’intervalle [0;1] :

t4
14 42 1 -t 11-t% 4 —
[ dr< [ —at< [ 2a
pl+n+t ) +n+t 0 1+n+t
Or te[0;1] donc 1+n+t<n+2 < ! > ! = ! < !
l+n+t n+2 n+2 1+n+t
1
1g 42 t—ﬁ 2 1 2
D’ou : 1t dt = 3|_38 __2 ainsi : 2 < 1t dt
oN+2 n+2 n+2 3(n+2) 3(n+2) pl+n+t
0
1 1

<
I+n+t n+1

1
t 3 t° 30-10+3 23
t——+—

Et te[0;1] donc 1+n+t>n+1 <

11-t% 4 —_— = 93
{0 n+1 n+1 n+1 n+1 30(n+1)
0
Ainsi : lensi
3(n+2) 30(n+1)
f-~ Donner une valeur de p telle que 1, <1072,
1, <107 < _ B 10? o L_Z_p 1 o p>@—1
30(p+1) 30x10 3
soit p>76
La Méici

Exercice 5B.3 :
L’objectif est d’étudier la suite u définie par Uy =1 et, pour tout entier naturel n,

1
UrH_l:Un-i-m.

On pose pour tout entier naturel n et pour tout réel x :
fo (X ):(1—x)n xeX,

1. Veérifier que f, ., (x)=f, ., (X)=(n+1) f,(x).
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Pour tout réel x: fn+1( ) (1—x)n+1><ex, fonction dérivable en tant que produit de fonctions
polynémiale et exponentielle :

£ 1 (X)=(n+1)(1-%)" x(=1)xe* +(1-x)"" xe¥
= fra () =(n+1) fa ()

2. Endeduwequej f (X )dx—(n+1)j;fn(x)dx=—1.

La relation : |
fn+1(x)_(n+1) fn(X)= fn+1(X)
donne :
o Fra () dx—(n+1) [y (x) = [, £r.1 ()
o [ (e (ne2) [ () de=[ f,0 (0
< I;fn+l(x)dx—(n+1)_|.§fn(x)dx [(1— )n+l><ex}0
o [ ()d-(n+1)[[ () de=(1-2)" et - (1-0)"" xe?
o [ hu(9d-(n+D)[ f,(x)dx=-1

;s . : 1.1
3. A laide de ce qui précéde, démontrer que, pour tout entier naturel n, U, =€— _.[0 f, (X dx
n

Onsaitque................
4. Démontrer que, pour tout entier naturel n et tout réel x e [0;1], la relation :
0< fy(x)<e"
et en déduire un encadrement de j dx

5. Quelle est la limite de la suite u ? Justlfler.

il s'agit d'établir que e = lim y L

n—+50 =0 /\:1

La M¢ici

Exercice 5B.4 :

n
. . - 1
On considere la suite de terme général S, = X
k=2
kel dt k dt

1
a) Pour keN’, comparez X avec et

Graphiquement, on obtlent
1 k+1dt ¢ 1_(* dt 1

Kl t_k kSt SkC

. k+1dt 1 k dt

Donc : J.k TSES e
. 3dt 1 2dt 4 dt 3dt n+1dt 1 n dt
Soit : ZTSES 1T ) ST §< ZT s eee J‘n TSHSIH—]-T

b) Montrez que lim S—”:l.
—>+o|nn

Ainsi :
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< In(n+1)-In2<S, <In(n)
On remarque que :
J-n+:|.gS n

1t

x
IR
| =

< In(n+1)<

™=

=
|
N

Mj x|

< In(n+1)<1+

=3
—~
>
_+_
H
N—"
|
H
IA
>~
M- 7
NO!
<l x|k

7]
N

Ainsi :

In(n+1 -
In(n) In(n)

Or: n+1=n(1+1j
n

< In(n+1)=In(n)+ In(1+1j

n

In(l+ij
- In(n)

Or : lim In(1+—j=0

Donc : lim

Et par encadrement :

] S
lim =L =1
n—>+w [nn
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