La Méci

Pour aller plus loin : les Intégrales doubles — F. Quet

Une intégrale double est une intégrale simple d’une intégrale simple

Soit D appartenant au plan (xOy) et C; lareprésentation graphique de

la fonction f en 3D. J'J.D f (x;y)dxdy représente le volume entre la

surface D et la surface de C; au-dessus de la surface D. https://www.youtube.com/V\;a';ch?v:LlJNI<981LjOOU
Exercice 9A.1 Calculer les intégrales doubles suivantes :
207 4 2.7 , 5cx 5
1) Io Is X“ydxdy 2) Io Is X+ ydxdy 3) Is L X~ + ydydx

Exercice 9A.2
Soit D le domaine : D:{(x;y)eRz;xzo;yZO;x+ysl}.

Calculer ” (x;y)dxdy dans les cas suivants :
1) f(x;y)zx +y? 2) f(x;y)=xy(x+y)
Exercice 9A.3

Calculer Pintégrale double I =[] (2x—8y)dxdy ol D est le
domaine intérieur au triangle ABC ci-contre.
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Exercice 9A.4

Calculer I’intégrale double | = ”Dldx dy ou D est le domaine délimité par les droites :
X

x=1,y=Xxety=2x.

Exercice 9A.6
Calculer I’intégrale double | = I'[D xy dxdy ou D est défini ci-contre.

Exercice 9A.7  Calculer I'intégrale double | = | jDde dy ol D= {(x; y)eR?
X

Exercice 9A.8
Soit D le domaine : D:{(x;y)eRZ;x£x2+y2;x2+y2 sl;yzo}.

1) Représenter D dans un repere orthonorme.
dxdy

2) Calculer I’intégrale .HD m
+X“+Y

x<y<2x

x<y < 2X

Exercice 9A.5 "’
Calculer I’aire ci-contre obtenue sur I’intervalle [—1; 2] en -
tracant les fonctions : ,

f(x)=x*+2 et g(x)=5x+8 ){g

|
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CORRIGE - Notre Dame de La Merci — Montpellier — F. Quet

Exercice 9A.1
Calculer les intégrales doubles suivantes :

1) Jj JZ x2y dx dy = I;(JZ x2y dx) dy

3 7

5o
5

_ 2343y 125y
0 3 3
| 343y? 125y? ?
16 6 |
_ 343x4  125x4
"6 6
686 250
T3 3
436
T3

2) joz.[;xz +ydxdy=j02 _[57x2 +ydx)dy

+7yj—(12?5+5yjdy

2
[ x®-2__=4d
3 2 2

5

{x“ X3 1}
= ———-—=X

4 6 2 3
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Exercice 9A.2
Soit D le domaine : Dz{(x;y)eRz;sz;yZO;x+ysl}.

Calculer ” (x;y)dxdy dans les cas suivants :

1) f(x,y)=x +y?
Il faut expliciter le domaine :
D={(X;y)GRZ;XZO;yZO;ySl—X}={(X;y)ER2;XE[O;1];OSySl—X}
Ainsi :
1 61-x
IIDf(x;y)dxdy:IOIO x2 + y? dy dx

3 X
_I {x y+y—} dx
0

3
(1-x)
. (1 X)+ 3 dx
1, 3 1-3x+3x% —x3

ox —X°+ 3 dx

2) ”D f(x; y)dxdy:I;I;_Xxy(x+ y)dydx:I;I;_xx2y+xy2 dy dx
1l x2y2 3 X
;0[_V+L} o
2 3,
“(

R o,




LG‘_M(erI M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

1x2(1—2x+x2) x(1—3x+3x2—x3)
= + dx
0 2 3
1223+ x* x—-3x%+3x% x4
= + dx
0 2 3
1
1x4 1x2 1xdx
06 2 3
1
{XS x3 xz}
= ——4+—
30 6 6 0
_ 111
30 6 6
_1
30
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Calculer [l’intégrale double

Exercice 9A.3 2
. |=J.J.D(2X—8y)dxdy ou D est le 1 [I

domaine intérieur au triangle ABC ci-contre. I
I =IJD(2x—8y)dxdy:I(j (2x-8y) dy)dx
= L (.[ 2x—8y) dy)dx —>carxvariede1a3
L’équation de la droite (AC) est:
-
Y=2772

Donc pour caractériser le domaine D, pour tout x e[1;3] X

1 1
—X+—=;2
ye{z 2 }

Ainsi : I =_[13(_[12H
3

3

:J' (4x-16)- 2+x—4(1x2+lx+1j dx
1 4 2 4
3 2 2

:L 4x—-16—X° — X+ X +2x+1dx

- j135x—15dx

3
= F x? —le}
2 1
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Exercice 9A.4
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Calculer l'intégrale double | = ”Didx dy ou D est le domaine délimité par les droites :
X

x=1,y=Xety=2x.
D’apres le graphique ci-contre montrant le domaine D :

=17 Ly

_ jouzi}zxjdx
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Exercice 9A.5

Calculer [’aire ci-contre obtenue sur l’intervalle [—1; 2] en
tracant les fonctions : f (x)=x*+2 et g(x)=5x+8.
L’aire cherchée est :

= ] Jo ey = [ [ 520yox
_I( 5x+8)

Yo
:I_ 5x+8—x*—2dx
5 2
— 5L+6 _X_
2 5 1

NEIPNCINE
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Exercice 9A.6 REE

Calculer I'intégrale double | = “.D xy dxdy ou D est défini ci-contre.

Le domaine D est caractérisé par la droite d’équation y =X et par le cercle P
; . 2
d’équation : (x—1)" + y2 =1,
=1

Le demi-cercle positif est défini par la fonction f sur I’intervalle [0;2] par :

y :«/1—(x—1)2 .

Ainsi le domaine D se définit par :

0<x<1 0<x<1
D:

XSstl—(x—l)2 = X <y <V-x2 +2x
On obtient :
2
I :”D xydxdyzjé(.[xﬂ_(x_l) Xy ddex

I e
&

dx

Il
o -

1
:'[ —— |dx
0 2
!t —x3+2x2_x_3 q
0 2 2
zjl(—x3+x2)dx
0
1
X8
= —-—— 4+ —
4 3 0
11
=——4—
4
_1
12
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Exercice 9A.7

Calculer l'intégrale double | = “-D%dx dy ou D= {(X; Y) eR?

X<Yy<2X
x<y2<2x

La relation x <2x implique que x>0.
On peut alors ré-exprimer le domaine D :

2
1<y—<2
X

Changement de variables : on pose :

1<X<2
{x<y<2x X
=S

x<y2<2x
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u=Y y = Uux
X 2 - - V
= UX —ainsi: X=—
_y2 v:( ) =u2x u?
V=" X
X
D’autre part :
y
E:izzlxizz1 Sainsi: y="
vy o x oyt y u
X
u’
X P . l<u<?2
Or: , donc par définition du domaine D :
y 1<v<?2
V="
X

La suite est difficile : https://www.youtube.com/watch?v= clqceibdDGs
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Exercice 9A.8

Soit D le domaine : D:{(x;y)eRZ;x£x2+y2;x2+y2sl;yzo}.

1) Représenter D dans un repére orthonormé.
D={(x;y)eR?;x<x*+y?;x* +y? <1,y >0

x§x2+y2 & x2+y2—x20

2 2
= x2—2><x><1+ 1Y (L +y220
2 \2 2

2
& (x—lj +y? 21
2 4

—>ceci décrit un domaine extérieur au cercle de centre (%;Oj et de rayon % :

X2 + y2 <1 ->ceci décrit un domaine intérieur au cercle de centre (0;0) et de rayon 1.

y>0

2) Calculer I'intégrale II dxdy

o =

(1+ X2 + y2)2 |

dxd
o

(e y7)

dxdy

(Lo )

+Jk,

dx dy

103 +y2)


https://www.youtube.com/watch?v=c1qcejbdDGs
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Dl:{(x;y)eRz;x<O;y20;x2+y2 sl}
D, :{(x;y)eRZ;yzo;Osx£x2+y2;x2+y2 sl}

On pose des coordonnées polaires : Hors Programme

r=yx>+y?

X=1rcosé
y=rsind
&_ rdrde _ ' _drde
-”Dl( ) .”D1 (1+r200329+l‘25in29)2 I.[Dl (l+r2) r
_IO ————dr XJ. dée
(1+ )
Z_IO ———dr xj de

(2)
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