La M¢ci

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Exercices a prise d’initiative sur les intégrales
Exercice 1 :
Aux points A et B, la courbe C représentée ci-dessous admet une tangente horizontale.
Le point N, situé sur I'axe des abscisses, a la méme abscisse que B.

Quelle est l'aire de la partie R délimitée par la courbe, I'axe des abscisses et le segment [AN] ?

y:m3—8$2—|—20m 4 B
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Exercice 2 :
Soit f une fonction dérivable & dérivée continue (fonction de classe C) sur un intervalle [a;b] , avec (a < b)

et deux réels m et M tels que pour tout xe[a;b]: m< f'(x)<M.
Démontrer que : m(b—a)< f (b)—f (a)<M(b-a)

Exercice 3 : 2[C B
La figure ci-dessous donne la représentation
graphique C; de la fonction f définie sur
10;+oo par: 1

f(X)=E+2x1x|nX

X X

Les points A, B et C ont pour coordonnées o A
respectives (1;0), (1;2) et (0;2). of | : 2 3 y

Montrer que la courbe C; partage le rectangle OABC en deux domaines d’aires égales.

Exercice 4 :

La fonction représentée ci-contre est une
fonction polyndme (schéma a titre indicatif).
La partie notée R a pour aire 4 u.a.
Déterminer la fonction f. R
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Exercice 1 :
Aux points A et B, la courbe C représentée ci-dessous admet une tangente horizontale.
Le point N, situé sur I'axe des abscisses, a la méme abscisse que B.

Quelle est I'aire de la partie R délimitée par la courbe, I'axe des abscisses et le segment [AN] ?

y=$3—8m2—|—20m A B
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L’aire cherchée est égale a :
XA
Io f (X)dx+ Axpy

Il convient de trouver les coordonnées des points A et B puis D et N :
La fonction f est dérivable en tant que fonction polynomiale :

f'(x)=3x%~16x+20
A= (—16)2 —Ax3x20=256-240=16 = 4% d’ou deux solutions :

~(-16)-4 16— ~(-16)+4
x (-16) _16-4_, Y, - (-16)+ _16+4 10
2x3 6 2x3 6 3
or f(2)=2%-8x2*+20x2=8-32+40=16

10} (10Y? 10V 10 1000 800 200 1000 2400 1800 400
fl—|=|—| —8x +20x - + = - + =
3 27 9 3 27 27 21 27

3 3
D’ou les points suivants :

A(2:16) B(%;%j . D(2:0) et N(%;OJ.

La fonction f est continue en tant que fonction polynomiale et admet une primitive :

x* x3 x> x* 8

F(x)=——8><—+20x—:———x3+10x2.
4 3 2 4 3

Ainsi 1’aire cherchée devient :

(%0 —%)(¥a—Y¥c)

X
IOAf(x)dx+AADN=F(2)—F(0)+ 5
10 4
) (—2)(16—0) 4 16
_2 8, % 0x0242 8 498003 T 4y 04,32 4, 32 100
4 3 3 2 3 3 3 3
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Exercice 2 :
Soit f une fonction dérivable a dérivée continue (fonction de classe C*) sur un intervalle [a;b], avec (a<b)

et deux réels m et M tels que pour tout xe[a;b]: m< f'(x)<M.
Démontrer que : m(b—a)< f (b)-f(a)<M(b-a)
Si m<f'(x)<M  avec a<b

Alors Ibm.dxg_[bf'(x .dxsij.dx

< mx| <[f x)] <M x| ]b
o m(b—a)sf(b) f(a )<M(b a)
La M¢ici

Exercice 3 :
La figure ci-dessous donne la représentation c B

graphique C; de la fonction f définie sur ]0;+oo[

par : f(X):g+2xlx|nX
X X

Les points A, B et C ont pour coordonnées
respectives (1,0), (1;2) et (0;2).
Montrer que la courbe C, partage le rectangle

O A
OABC en deux domaines d’aires égales. 0 D 1 2 3 4
On doit d’abord déterminer les coordonnées du point D :
2 1 2+2Inx 1
f(x)=0 < ;+2x;xlnx=0 =3 T:o < 1+Inx=0 < Inx=-1 < x=e
L’aire du rectangle OABC mesure :
1x2=2 uv.a.

L’aire sous la courbe sur ’intervalle [e_l ;1} vaut :

1 12 1
.[e—l f(x)dx = e_1;+2><;><In x dx

On pose u(x)=Inx donc u'(x) 1 , et la primitive devient :
X

1 1 2 . 1
.[71 f (x)dx:J'e71;+2><u (x)xu(x)dx=[2|n xjtuz(x)]ef1
=2In1-2In(e7) +In?1-In? (e7!) = —2x (1)~ (-1)* =2-1=1
Ce résultat est bien égal a la moitié¢ de 1’aire du rectangle OABC, donc la courbe C, partage le rectangle

OABC en deux domaines d’aires égales.

La MCici

Exercice 4 :
La fonction représentée ci-dessous est une fonction polyndme (schéma a titre indicatif).
La partie notée R a pour aire 4 u.a. Déterminer la fonction f.
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La fonction cherchée est de la férme :
f (x):ax2+bx+c

avec :
f(0)=f(4)=0et f'(2)=0.

ax0?+bx0+c=0 c=0

donc: f'(x)=2ax+b

c=0

o dax4’1bhbx4+c=0 <<16a+4b=0 < Jb=-4a.

2ax2+b=0 4da+b=0

La fonction cherchée devient :
fo(x)=ax? —4ax = ax(x—4).

b=-4a

Le sommet de la parabole est au-dessus de la droite d’équation y :% donc :

f(2)>2 N a><22—4a><2>§ N 4a—8a>g I —4a>g & a<—

—>le sommet S a pour coordonnées S(Z;—%j :

. . . . . 5
L’aire cherchée est au-dessus de la droite d’équation y = 3 :

E .

f(x)=§ o ad_dax=> o ax-_dax—2=0 < 3ax’_12ax-5=0.
3 3 3

SA= (—128.)2 —4x3ax(-5)= 144a? +60a = 12a(12a+5)

On sait que a<—% & 12a<-5 < 12a+5<0 et a<—% < 12a<-5<0.

Donc A >0 : il existe deux solutions :

i - 12a—+144a® +60a _2x6a—2+/36a°+15a ,_ \/36a” +15a

2x3a 2x3a

3a
12a++144a® +60a 2x6a+2y36a°+15a - \/36a” +15a
3a '

X
2 2x3a 2%3a

L’aire cherchée est donc : Ix)iz ( fa(X)— §j ax = IX):Z (axz —4ax— gj ax.

3



LGM Crcl M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Par symétrie, elle est aussi égale a :

X
2><J.2 ( ax —4ax—§j dx
Or cette aire est égale a 4 unités d’aire, donc :
2xjx2(ax2 —4ax—§j.dx:4 = Ixz(axz —4ax—§].dx: 2.
2 3 2 3

Soit en intégrant :

- X
X3 x> 5 }2

ax——4dax———xX| =2

s 2 37,

3 2
= E><X23—2a><X22—§><X - ax2——4a><2—_§><2 —2
3 3 3 2 3

2
/ 2 , 2
= EXX23—2aX 2+M —§X 2+M _(g a—8ax _Ej=2
3 3a 3 3a 3 3
2
’ 2
A E><X23—2<51>< 2+M B 5 36a° +15a+Ea+E:2
3 3a 3 9a 3 3

Calculs séparés :
2

[2aa2 2
p N30 +15a | 4 [35a7 115q 4 02 F193 +215a=4 4 [36aZ +15a + 132+
3a 3a 9a 3a 3a
3 2 [apna2
\/36a% +15a , /36a°+15a 36a° +15a (363 +15a) 36a” +15a
24 X222 T | gy 3x 22 X2 T2 13,0, 20 T8, -
3a 3a 9a 27a
2(12a+5) (12a+5)v36a%+15a
:8+ix\/36a2+15a+ ( )+( ) 3
a a 9a
Donc:
2
a 3:8—a+ 3632 1153 + 2(12a+5) (12a+5)\/36a +15a
3 27a
J36a2 (12a+5)
—2ax[2+wj —_8a ——\/36a2 15a ——+
a

Ainsi I’équation devient :

2
8_a+4xm 2(12a+5)+(12a+5)\/36a +15a_8 __m_ (12a+5)

3 3 3 27a
_gix\/36a2+15a+%a=2
a
2(12a+5) 12 5\/36 15 2(12a+5)
- (12a+ a+ a”+1sa 4 36a2 +15a — a+___>< 36a°+15a =2
3 27a 9a

24a 10 4y36a° +15a 5\/36a +158_ 4 [g _@_9_5 3642 1150 = 2
3 3 9 27a %

> o
o —2\/36a2+15a—§x 36a” +15a = 2 La Mcrci
a
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(_246‘ 10) 36a2 +15a = 2
27a
3622 1158 = 2x 212 _
—24a-10
V36a% +15a = _ o
—24a-10
2
36a2 +15a = (ﬂj
—-24a-10
2
36a2 +15a = 22916a
576a“ +480a+100
2
3622 +15a= 20
144a“ +120a+ 25
2
120% +58 = — 2
144a“ +120a+ 25
12a+5= 3 243a
14432 +120a+ 25

(12a+5)(144a” +120a + 25 = 243a

1728a° +1440a? +300a + 720a2 + 600a + 125 = 243a
1728a% + 2160a° +657a+125 =0

Avec un tableur, on trouve :

a=-0,923.

Vérification :

36 (~0,923)” +15x(-0,923)

~0,5187
3x(-0,923)

x2:2+

f (x)—§=ax2 —4ax—§=(—0,923)x2 —4x(-0,923)x x— = =—0,923x" +3,692x — =
3 3 3 3

D’ou laire :
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5 5

2 ax? —dax—2 | dx = 2 0,923x% +3,692x — 2 |.dx = 2.0001
le ST ) _.[0,5187 s 3 Y

La Méici
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MONTPELLIER

(0) = 0 et f(4) = 0 & F(x) = a(x® - 4x).
f(2) = 0, donc la parabole a pour sommet le point S
(2;£(2)), Comme S est au-dessus de la droite d'équation

5 5 5 5 5
== f2)>=etf(2)>—=-40>—=a<-—.
y 3 @ 3 @ 3 3 12

Posons f,(x) = ax? - 4ax pour tout réel xeta < -%.
Remarque:

poura=- %, la droite d'équation y =§ est tangente a

la parabole d'équation y = - %x’ + ;" en son sommet
de coordonnées (2 - -:—}

Poura<- -1-5-2-. l'équation f(x) = -;- adeux solutions 'une

adanslo;ﬂ,l'aunepdans]Z;ﬂmc#:Zarla

droite d'équation x = 2 est un axe de symétrie pour la
parabole d'équation y = f(x).

. 5a
s 5 4a +T
fX)==eaxl-dax-==0&x=2+ ou
3 3 a
!!402.;&
X=2- .

a
Remarque:
5 S5a

oommea<-§. o<4a’+?<4azet

402+ 32
0<2+ <2;
JW-&-E J4a’ 528 J4a’+s—°

3 - 3 == 3 - 4+—S-

a -a Ja2 J 3a

Donc afa) =2~ 4+% etonabien0< afa)< 2.

L'aire de la partie du plan colorée est égale 3

Ba), 5
I«a) (f,(x) - ;)(ﬂ.

Par raison de symétrie par rapport a la droite d'équation
Bla 5 2 5
x=2, m‘(f,(x) = -;]dx = 2L(ﬂ(f,(x)- .B-)ax.

Donc m"’(f,(x)_ z)dx st
oa) 3

5
“c)(’a(x) - ;)ﬂ =2

Posons g,(x) = f,(x) - %
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Sig;<a, <-%,pourmutxdans[o;2],

Q,l(x) - 90,(") =(a,- az) (x%- 4x).
Sur J0; 2],x2 - 4x < 0 donc, comme a, - a, > 0,
9o, (X) = 9, (X) <0surjo; Zletg,‘(O)-g,z(O) =0.

a- afa)=2- 4+i est dérivable sur »;-i[
3a 12
carlafomﬁona'->4+%estdérivablesur]—oo;-%[

et y est strictement positive.

a’(a)= - = donc a’(a) > 0,
6a? ‘ i‘% +—
3a

ar» a(a) est donc strictement croisante sur
]—oo ;—1—52[, d'ol a(a,) < a(a,).

Comme g, (x) <g,_ (x)sur]0; 2] et a(a,) < a(a,) avec
0 <alay) < alay) <2 et g, (x) = 0sur [a(ay) ; 2] et
o, (x) = Osur [a(ay) ; 2).

2 2 2
[y arde< [ g, () < PRCACL

Donc la fonction a »» I:a)g,(x)dx est strictement

R 5
décroissante sur}- - ﬁ[

2
Posons I(a) =Lm9,(x)dx

3
x> G (x)= ax? -2ax? -gx est une primitive de

x> g,(x)surR.
(@) = G,(2) - G,(ex(a))
=70 g (a(@))® + 2a(a(@)? +§a(a).

ars a etaw» afa) sont continues sur]— 00 ;- ‘—52{ donc

a»l(a) est continue sur ]—eo;- i[, de méme que
av>2l(a). 12

ar» 2l(a) est donc une fonction continue et strictement
décroissante sur

00 ) -

2(-1)=4,7 et 21(- 0,5) =0A.

4 €[04 ; 47], donc par le théoréme des valeurs
intermédiaires et la stricte monotonie de ar» 2l(a), il
existe un unique réel a dans

]—m:-%[ telque 2i(a) =4 avec-1<a<~-05.

En utilisant un logiciel de calcul formel (par exemple
GeoGebra) par approximations successives nous
obtenons:

21(-0,923) =4,00015 et 2I(~ 0,922) = 3,99045. Donc a tel
que - 0,923 = o = - 0,922 est une valeur approchée a

107 prés de la solution de L:;;m
pour tout réel x,

f,(x) = @x® - 4ax est une valeur approchée de f(x).

(f"(x)-gjdx =4et,



