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Etude complete de fonctions circulaires
Exercice 3A.1 :

Calculer la fonction dérivée de la fonction f définie sur | puis étudier le signe de f'(x) sur I.
En deduire les variations de la fonction f .

1) f(x)=3+sin2x , 1= {0;%}
1 7T 3
2) f(x)=—— B [ Nt
) () COS X }2 2[
3) f(x):tanx:ﬂ 1= }_Z;E{
COS X 2 2
Exercice 3A.2: Soit f la fonction définie sur R par f(x):sing

1) Montrer que f estimpaire
2) Montrer que f est périodique de période 4r ; en déduire un intervalle restreint d’étude pour f
3) Dresser le tableau de variation de f sur [O;27z].

4) Dans le repére (O;T, ]) tracer C la courbe représentative de f sur I’intervalle [0;2;;].

5) Dans le méme repere, compléter C de fagon a obtenir sa représentation graphique sur [—271';672'].
(on indiquera les transformations utilisées)

Exercice 3A.3:  Soit f lafonction définie sur R par f(x)=cos2x
1) Montrer que f est paire
2) Montrer que f est périodique de période rt ; en déduire un intervalle restreint d’étude pour f

3) Dresser le tableau de variation de f sur [0;%}

4) Dans le repére (O;T, ]) tracer C la courbe représentative de f sur ’intervalle {0;%}

5) Dans le méme repére, compléter C de facon a obtenir sa représentation graphique sur [—%37”}
(on indiquera les transformations utilisées)
Exercice 3A.4:  Soit f lafonction définie sur R* par f(x)= %cos(3x+%)
1) Etudier la parité de la fonction f .
2) Montrer que f est périodique de periode 2?”
3) Résoudre dans R I’équation f'(x)=0.
4) Etablir le tableau de variation de f sur [0;2?71
Exercice 3A.5:  Soit f Ila fonction définie sur R* par f(x)= x—%cos(Z;zx) et (u,) la suite définie

sur N par: u, = f(n).
1) Prouver que la suite (u, ) est croissante.
2) Lafonction f est-elle croissante sur R*?
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Exercice 3A.1:

Calculer la fonction dérivée de la fonction f définie sur I puis étudier le signe de f'(x) sur I.
En deduire les variations de la fonction f .

1) f(x)=3+sin2x 1= [O;z}
f'(x)=2cos2x , or si XE[O;%:|,8.|OFSI 2x €[0; 7], ainsi :
Si XG‘:O;%} : f'(x)>0 etlafonction f estcroissante ;

Si XE[%;%} . f'(x)so et la fonction f est décroissante.

S S e |

sin x . )

f'(X)=——=— ,orsi xe|0;x|,alors: sinx>0
() 0S2 x e[ ”]

Si X€:|%;7Z':| : f'(x)zo et la fonction f est croissante ;

Si XE[n;%ﬂ[ ; f'(x)go et la fonction f est décroissante.

3) f(x)ztanx:s'iﬂ ,|:}_£-£[

COS X 2 2
f,(x)_c052x+sin2x_ 1
cos? x cos® x
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Exercice 3A.2 :

Soit f la fonction définie sur R par f(x):sing
1) Montrer que f estimpaire.
. =X X
f(—x)=sin—=-sin—=—f(x
(~x)=sin X ==sin2 =~f (x)

donc f est impaire ; on peut donc I’étudier sur R

2) Montrer que f est périodique de période 47 ; en déduire un intervalle restreint d’étude pour T .
Soit p la période cherchée de la fonction f :

f(x+p)=f(x)

X+ X
= smTp:smE pour tout xe R*

= X+p=£+kx27z,keZ = ﬂpzl[Zﬁ],keZ
2 2 2 2

& X+p=x+kxdr, keZ < x+p=x[4r], keZ

& p=kxdr,keZ & p=0[47z'],keZ

f (x+47)=sin X+4x =Sin(§+2ﬂ'j :singz f (x) donc fest périodique de période 47 ;

on peut donc I’étudier sur un intervalle d’amplitude 47 , par exemple : [—27:; 272'].



o
LOM(I'CI M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Ainsi grace a la parité et a la périodicité de f, on en déduit I'intervalle d’¢tude : 1=[0;27].

3) Dresser le tableau de variation de f sur [0;27].
1 X
f'(x)=—=cos—
. X . 7 . pa
Si xe[0;27] alors Ee[o;fz] or si XE[O;E} : cosx>0 et si X€|:E;7Z} - cosxX<0

X |0 T 27

f'(x)
1
¢ O/ \O

4) Dans le repére (O;T, ]) tracer C la courbe représentative de f sur I’intervalle [0;27;].

5) Dans le méme repére, compléter C de fagon a obtenir sa représentation graphique sur [—271';672'].

f est impaire donc C est symétrique par rapport a 1’origine O du repére ; on en déduit C sur
[—27;;0] et f est périodique de période 4n donc par translation de vecteur 4x i, on en déduit C

sur [27;67]. Voici la représentation de f sur [-27;67]:

1

0.5

—-

Exercice 3A.3: h
Soit f la fonction définie sur R par f (x)=cos2x
1) Montrer que f est paire.
f (—x)=cos(—2x) =cos2x = f (x)
donc f est paire ; on peut donc ’étudier sur R™
2) Montrer que f est périodique de période 7, en déduire un intervalle restreint d’étude pour f .
f (x+7)=cos[ 2(x+7)]|=cos[2x+27r]=cos2x = f (X)
donc f est périodique de période m ; on peut donc 1’étudier sur un intervalle d’amplitude 7 ,

. T T
soit par exemple : {——;—}

2 2

Gréce a la parité et a la périodicité de f, on en déduit I’intervalle d’étude : | = {O;%} .

3) Dresser le tableau de variation de f sur [0%}

La fonction f est dérivable sur [O;%} et f (x) =-2sin2x, donc
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Si XE[O;%} alors 2X€[0;7T] ,ainsi : sin2x>0
On en déduit que VXE[O;%:l : f'(x)<0

X 0 E f
4 2

f 1\0
\_1

4) Dans le repére (O;T, ]) tracer C la courbe représentative de f sur I’intervalle [0;%}

5) Dans le méme repere, compléter C de facon a obtenir sa représentation graphique sur [ 3771

Nlé}

f est paire donc C est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

->on en déduit C sur {—%;O}

f est périodique de période = donc par translation de vecteur = i’, on en déduit C sur [% 3?”}

Vs 37r
d’ou la représentation de f sur ——,— :

4

N / N\

Exercice 3A.4 :  Soit f lafonction définie sur R par f(x):%cos(3x+%j.

1) Etudier la parité de la fonction f .
f(—x):écos 3(—x)+Z :§cos 3x+ X
4 6) 4 6
La fonction f n’est ni paire, ni impaire.
2) Montrer que f est périodique de période 2{
Soit p la période cherchée :

f(x+p)=1(x) < 2005[3(“ p)+%j=§cos(3x+%j

= cos(3x+3p+%)=cos(3x+%)

Cette relation étant vrai pour tout réel x e R™, on doit avoir :



> e
LOM{I'CI M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

3X+3p+£=3X+%+kx27r,keZ
& 3p=kx27,keZ
& p:kxz?ﬁ,keZ
f est périodique de période 2?”
3) Résoudre dans R [’équation f'(x)=0.
f'(x) :%x(—B)sin£3x+%j :_Tgsin(3x+%j
f'(x)=0 < sin(3x+zJ:0 2= 3X+%:O+kx7z & 3x:—%+kx7z

= X:—£+kx£,keZ
1 3

4) Etablir le tableau de variation de f sur {0;2?71

Sur ’intervalle [0;2{} , la dérivée ne s’annule deux fois :

Si k:O . —£+0x£:—£ 0,2_7[
183 18 | '3
Sik=1: -Z41xZ-_Z 07 57 1427
18 3 18 18 18 | ' 3
Sik=2: Lo Zo_Z tem Ur j4.2n
1873 18 18 18 3

La fonction dérivée f' est continue, pour connaitre son signe, on étudie quelques valeurs simples

f'(O):_—gsin(3x0+£j=—gxl=—g<0
4 6 4 2 8
f'(Zij:;gsin[3x2—ﬂ+£j:—gxl:—g<0
3 4 3 6 4 2 8
(27) -9 . 2r 7\ 9. (~«x 9 . (x) 9 1 9
f'l—|=—sin|3x—+—=|=—sIin| —=+7 |==sIn| — [==x===>0
6 4 6 6 4 6 4 6 4 2 8
Ainsi : si XEE—;Z;%} : f'(x)>0 et la fonction f est croissante :
Ainsi :si xe 0;5—7Z U &;2—7[ : f'(x)<0 et la fonction f est décroissante.
18 18 3
5r 11z 27
X [0 - i .
18 18 3
f'(x) — 0 + 0 -
0,65 0,75
f \ / \
-0,75 0,65
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f 2_”)=§COS(SXZ_+£):§COS(EJ=ﬁzoﬁs
3 4 3 6) 4 6 8
( 3

2 cos(7)=-0,75

f[ ) B[ 312 2 =§cos(27r):0,75
18 4 18 6) 4
0.75
0.5
0.25
0 m/ 2w/ 9 ™3 4y /9 | 5w/9 | 2m/3
-0.25
05
=075
2
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Exercice 3A.5 :
Soit f Ila fonction définie sur R™ par f(x):x—%cos(Zﬂx) et (u,) la suite définie surN par :
u, =f(n).

1) Prouver que la suite (u, ) est croissante.

Upyg —Up = f(n+1)=f (n)=(n +1)—%cos(2;z(n +1))—[n—%cos(27rn)}
= n+1—%cos(27zn+ 27z)—n+%cos(27rn)

:1—5003(2nn)+%cos(2nn)

=1
La suite (un) est arithmétique de raison positive égale a 1, donc elle est croissante.
2) Lafonction f est-elle croissante sur R*?

Etude de la dérivée :
2

f(x) =1-Z(~27)sin (27x) :1+%sin(zﬁx)
2 2
F(x)>0 o 1+2%sin(27zx)>0 o Z%Sin(Zﬁx)>—l o sin(27rx)>—2i2
T
< sin(2zx)>-0,2533

< sin(27x)>-0,2533



La Mcici

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Avec geogebra, on trouve des valeurs solutions montrant que la fonction
dérivée f' peut étre négative, et la fonction f n’est pas croissante

sur R*.

8

7

6
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