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Problémes sur la trigonométrie (Lycée d’adultes de Paris)

Exercice 5A.1:  Soit f la fonction définie sur [0;x] par f (x)=2cosx—3x.

a. Calculer f'(x) puis étudier son signe. En déduire les variations de la fonction f .
b. Montrer que I’équation f (x)=0 admet une solution unique x, dans I’intervalle [0;x].

c. Déterminer une valeur approchée & 1072 prés de cette solution.

Exercice 5A.2 :  fest la fonction définie par : f (x)= %
+C0S X

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Montrer que la fonction f est paire et déterminer sa période.

3) Calculer la fonction dérivée f et déterminer son signe sur I'intervalle [0;7].

4) Dresser le tableau de variation de f sur [-7z; 7] et tracer I’allure de la fonction sur [—7;37].

Exercice 5A.3:  fest la fonction définie par : f (x)= cos? (2x)+cos(2x)-1

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Déterminer I’intervalle d’étude de la fonction f.

3) Calculer la fonction dérivée f’ et déterminer son signe sur I’intervalle {OE} .

4) Dresser le tableau de variation de f sur [—%%} et tracer ’allure de la fonction sur [-7;7].

Exercice 5A.4:  fest la fonction définie par : f (x)= [1+ cosgjsing

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Déterminer I’intervalle d’étude de la fonction f .

3) Calculer la fonction dérivée f et déterminer son signe sur Iintervalle [0;27].

4) Dresser le tableau de variation de f sur [-27; 2] et tracer I’allure de la fonction sur [—47;47].

Exercice 5A.5 : Vrai — Faux On justifiera chaque réponse.

f est la fonction définie sur | :[—%;%} par : f(x):sinZ(x)xcos(Zx)

* Proposition1:  wxel, f(x)>0
- Proposition2:  Wxel, f '(x)=sin(2x)(1—4sin2 x)

* Proposition 3:  La fonction f est décroissante sur %%}

* Proposition 4 :  La fonction f est décroissante sur {—%;—%}

* Proposition5:  wxel, f(x)<

0|

Exercice 5A.6 : Etudier puis représenter graphiquement la fonction f : x+> cos (% — ZXJ



La M¢ci

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
CORRIGE - Notre Dame de La Merci — Montpellier — M. Quet
Exercice 5A.1 :

Soit f la fonction définie sur [0;x] par f (x)=2cosx—3x.

a. Calculer f'(x) puis étudier son signe. En déduire les variations de la fonction f .
f est définie, continue et dérivable sur [0;x] :
f'(x)=—2sinx-3
ainsi f'(x)<0 sur [0;x] etlafonction f est strictement décroissante sur [0;x].
b.  Montrer que I’équation f (X) =0 admet une solution unique X, dans l’intervalle [O;n].
f(0)=2 et f(m)=—2-3n etlafonction est continue et strictement décroissante sur I'intervalle
[0;m]. D’aprés le TVI, I’équation f (x)=0 admet une solution unique x, dans I'intervalle [0;x].

c. Déterminer une valeur approchée & 1072 prés de cette solution.
Xy ~ 0,56

La MCici
Exercice 5A.2 :

2

2+COoS X
1) Déterminer ['ensemble de définition de f.

f est définie si 2+cosx =0 soit cosx=—2. Or pour tout réel X, cosx>-1, donc D; =R.

f est la fonction définie par : f (x)=

2) Montrer que la fonction f est paire et déterminer sa période.

2 2
f —_— = =
(=) 2+c0s(—x) 2+cosx

= f (x) donc f est paire.

2 _ 2
2+c0s(X+27) 2+C0SX

cos xest 27 - périodique : f (x+27)= = f (x) doncfest 27 - périodique

3) Calculer la fonction dérivée ' et déterminer son signe sur [’'intervalle [0;7z] .
f est dérivable en tant que composée de fonctions trigonométriques.
. 2x(=(-sinx)) 25in x
(%)= 2 7
(2+cosx) (2+cosx)

Le dénominateur étant strictement positif et sin x étant positif sur I’intervalle [0;72'], la dérivée est
positive sur [0;7].
4) Dresser le tableau de variation de f sur [—75 ; 75] et tracer ['allure de la fonction sur [—7z;372'] :
Par symétrie axiale, si la dérivée est positive sur [0; ], elle est négative sur [—z;0].
X |-z 0 /4
f'(x) — 0 +
2 2

f(¥ \ g /'

w
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Exercice 5A.3 :
f est la fonction définie par : f (x)= cos? (2x)+cos(2x)-1
1) Déterminer ['ensemble de définition de f.
La fonction cosinus est définie sur R donc D; =R

2) Déterminer l’intervalle d’étude de la fonction f .
f (—x) = cos? (—2x)+cos(~2x)—1= cos? (2x)+cos(2x) —1= f (x) donc f est paire.
Soit p la période cherchée.
f(x+p)=f(x)
& cos?(2(x+ p))+cos(2(x+ p))-1=cos? (2x)+cos(2x) -1
& cos®(2x+2p)+cos(2x+2p) = cos® (2x)+cos(2x)
Pour tout réel x :
cos(2x+2p)=cos(2x+27) < 2x+2p=2x+2x[2z| < 2p=2z[2z] < p=x[x]

cos? (2x+2p) = cos? (2x) : deux possibilités :
> soit cos(2x+2p)=cos(2x) qui est 7 -périodique,

> soit cos(2x+2p)=—cos(2x)=cos(2x+ )

& 2x+2p=2x+rx[2z] & 2p=z[27] < p=%[7r]

cos*(2x)

0.5

\ A

0 w2 LU

Le plus petit multiple commun des périodicités trouvees r et % est r :
fest - périodique (et paire)

On peut donc étudier la fonction f sur I’intervalle [0;%} :

3) Calculer la fonction dérivée ' et déterminer son signe sur ['intervalle {0 ; %} :

f est dérivable en tant que composée de fonctions trigonomeétriques.
f (x)=cos? (2x)+cos(2x) -1
f '(x) = 2xcos(2x)x(-2sin(2x))+(-2sin(2x)) = 2sin(2x)x(-2cos(2x)-1).
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VXE[O;%} : 2xe[0; 7] et sin(2x)>0
—2c0s(2x)-1=0 < -2cos(2x)=1 < cos(2x):—%

>soit ZXZ%”[zﬂ] = x:%[ﬂ] Csoit 2x=-[27] = x=-"[x]

3
2 T s Vs 27
X add -z 0 = = il
3 3 3 2 3
—2cos(2x)-1] 0+ j> - T + (F
On trouve'les signes en testant des valeurs :
—2c0s(2x0)-1=—2-1=-3
—2COS(2X%)—1=—2X(—1)—1=2—1=1
La Méici
Autre méthode :
—2c0s(2x)-1>0 < -2cos(2x)>1 < cos(2x)<—%
or xe|0:Z| donc 2xe[0;7] , ainsi: cos(2x)<—1 & 2xe z—ﬂ;n o xelZ:Z
2 2 3 3’2
Ainsi :

si Xe O;%} : f'(x)<0

Si XE_%;%:l : f'(x)=0

4) Dresser le tableau de variation de f sur {—%%} et tracer I'allure de la fonction sur -7 ;7).

x |-Z _r 0 r 3
2 3 3 2
f'(x) — 0 + 0 — 0 +
-1 1 -1
f(x) \ / \ /
5 5
4 4

0.5

0.25

- -2 0 w2 m
-0.25
-0.5

-0.75

-1.25
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Exercice 5A4 :
f est la fonction définie par : f (x)= (1+ cosgjsing

1) Déterminer ['ensemble de définition de f.
Les fonctions cosinus et sinus sont définies sur R donc D; =R

2) Déterminer l'intervalle d’étude de la fonction f .
(1+ cosgj(—sin gj =—f (x) donc f est impaire.

f (—x)=(1+ cos_—xjsin_—xz
2 2
Le cosinus et le sinus sont 2 - périodique : gz g[zz] < x=x|[4r]

f (x+4r) =(1+ Ccos X+247[]sin X+247[ =(1+ cos(ngZEDSin(ngan =(1+cosgjsin§: f(x)

donc f est 4 - périodique
On peut donc étudier la fonction f sur I’intervalle [0;27].

3) Calculer la fonction dérivée f' et déterminer son signe sur l'intervalle [O; 27[] .

f est dérivable en tant que composée de fonctions trigonométriques.

1. x). x x) 1 X 1.-,x 1 X 2
——=sin— [sin—+| 1+ C0S— [x=C0S— =—=SIN“ —+=C0S—+ =C0S" —
2) 2 2 2 2 2 2 2

f(x)- i
1 zxj 1 x 1 ox 1 1 »x 1 x 1 o,
=—=1-c08°Z |+ =cos=+=C0S° = = —= +=C0S° = + = CO0S— + = Cos’ =
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
—c0s2 X1 teos Xt o 0e0s2 X feos X 1
2 2 2 2 2 2

On pose X :cosi, la dérivée devient : 2X2% + X -1
2 2 . -1-3
A=1"-4x2x(-1)=9=3" : deux solutions : X, = 5
X

-1+3 1
:—1 et XZZW:E

Or X:cosg donc cos%z—l =3 %:n[%] o X =27[4r]

LN R4 _2r
cos—-=2 & 3[27:] S Xy = 3[47r]

ou X—;:%[Zn] = xzz—%ﬂ[47z] mais —?”e[o;z;z]

La dérivée s’annule donc deux fois sur I’intervalle [0; 27[] .

Pour déterminer son signe, on calcule quelques valeurs simples entre les racines de la dérivée car cette

dérivée est une fonction continue :
f'(0)= %[Zcos2 g+cosg—1} = %[2 +1-1]=1 donc f'(0)>0

f'(n):%[2c052£+c035—1}:—% donc f'(;r)<0
Ainsi f'(x)>0 si X€|:0;2?7[:| et f'(x)<0 si XE‘:%;Zﬂ}

La Mcfci
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4) Dresser le tableau de variation de f sur [—27z; 27[] et tracer ['allure de la fonction sur [—ﬂ ; 7r]

2 0 2
3 3

X 27

27

f'(x) — 0 + + 0 -

f(2r)= 1+cos Z |sin2E =0 et f(-27)= 1+ cos —2% \sin =2 _ o

f _m) 1+c0s—3- |sin—3- =| 1+ cos = |sin —= = 1+E X —ﬁ =
3 2 2 3 3 2 2

27 27

2

: 25
4
" \ / \
33 0
4

f(z—”): 1+ cos—S- sini:(hcosfjsinz:(uljx ﬁ =ﬁ=1,3
3 2 2 3 3

1.4
1.2

1
0:8
0.6
0.4
0:2

T —7ml2 -3 =5m/2 =21 T /2 - -m/2 0, mi2 m™ 3m/2 2m
-0
-gl4
06

-08
-
-12
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Exercice 5A.5 : Vrai - Faux
Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses. On justifiera chaque réponse.

f est la fonction définie sur | :[—%;%} par : f(x):sinZ(x)xcos(Zx)

e Proposition1: WVxel, f(x)ZO

wxel, sin?(x)>0.
vxel ,ona: 2X€|:—%;%:| - ainsi : cos(2x)20

Donc f(x)>0 et la proposition 1 est vraie.

« Proposition2:  Vxel, f '(x)=sin(2x)(1—4sin2 x)

vxel, f'(x)=2sin(x)cos(x)xcos(2x)+sin®(x)x(-2sin(2x))

3

imf2
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=sin(2x)xcos(2x)—2sin? (x)xsin (2x) =sin(2x)[cos(2x)—25in2 (x)]
=sin(2x)| 1-2sin® (x)—2sin? (x) | =sin (2x)[ 1~ 4sin® (x)
La proposition 2 est vraie.

* Proposition 3 :  La fonction f est décroissante sur [%%}

Etude du signe de la dérivée sur | = I 2 done 2x=| -2 E
4 4 2 2

sin(2x)>0 < 2xe[0;7][27] x{o;ﬂ[ﬂ]

Tableau de signe sur | ={—£;Z} :

4 4
X _r _r 0 r i
4 6 6 4
sin(2x) — — 0 + +
1—4sin? (x) — ( + + 0 —
f'(x) + o - 0 + 0 —

La proposition 3 est vraie.

* Proposition 4 :  La fonction f est décroissante sur {—%;—%} —> La proposition 4 est fausse.

1
8
f (—x) =sin?(—x)xcos(-2x) =sin?(x)xcos(2x) = f (x) : la fonction f est paire.

e Proposition5: Wxel, f (X)S

f(X-l-ﬂ)=Sin2(X+7T)XCOS(2(X+7Z'))=(—Sin(X))2XCOS(2X+27Z')=Sin2(X)XCOS(2X)= f (x)
La fonction f est 7 - périodique.

Donc on peut étudier la fonction f sur I’intervalle | = [—% ; %} d’amplitude %

Les maximum de la fonction f sont donc :

(5wl )
(gl )4

Ainsi Vxel , f (x) s% et la proposition 4 est vraie.

La M(ici
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0.2
- -5m/6 -2m/3 -m/2 -m/3 -m/6 0 ™6

-02
-04
-0.6
-0.8
-1

2 e
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Exercice 5A.6 :

w3 w2 2m/3 5m/6 m

Etudier puis représenter graphiquement la fonction f : x cos(%— ZXJ

Parité : f(—x)=cos(%+2xj¢f(x) et f(—x)=—f(x)

Donc f n’est ni paire ni impaire ; on ne peut donc pas restreindre I’intervalle d’étude

Périodicité : f(x+7)= cos(%—z(xwr)j = cos(%—Zx—Zn) = cos(%—ij =f(x)

donc f est périodique de période =

il suffit donc d’étudier f sur un intervalle d’amplitude 7 , soit I = [0; 7]

Sens de variation :

f est dérivable sur [0;72'] en tant que composée de fonctions trigonométriques et polyndmiales.

Pour toutxde I, f'(x)= —z{—sin(%—zxﬂ = zsin(%_z)(j

f'(x)20 < sin(%—ZxJZO o OS%—ZXSE[Zﬂ']

Sur [0; 7], pour k=0: f'(x)20 < %2x>—— =3

sur [0;7], pour k=1: f'(x)>0 < %+7r2x2—%+7r,kez o %’ZXZ—

f'(x)=0 si X€|:0;%i|u|:—;ﬂ'

Ainsi :

f'(x)<0 si XE{Z;Z—”}
6 3

2
3
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Tableau de variation :

X 0 z 2—7[ V4
6 3
f(x) + ¢ - 0 -
1 ;
f(x) / \ /
1 1
2

3) 2
f (szcos(z—szj:cos(z—zjzcos(o)zl
6 3 6 3 3
f (2—7[}:cos(z—zxz—ﬁj:003[5—4—7?:003(—7:):—1
3 3 3 3 3

Courbe sur [-7;7]:
1

0.8
0.6

7

-1 -5m/6 -2m/3 -m/2 -m/3 -m/6 0 mi6 m/3 w2 2w/ 3 5m/6 m
-0.2

-0.4
-0.6
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