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PRIMITIVE D’UNE FONCTION TRIGONOMETRIQUE AVEC CHANGEMENT DE VARIABLE

EXERrRcCICES 6D.1
Déterminer J'sin4 X.C0S° X, dX .

EXERCICES 6D.2
Déterminer Isin5 X.dx .

EXERCICES 6D.3
Déterminer I cos7 X.dx .

EXERCICES 6D.4
Déterminer une primitive de la fonction f (x) =SiN XX C0S Xx~/2+Sin X

EXERCICES 6D.5
sin X
cos® x(1+cos x)

Déterminer une primitive de la fonction f(x)=

EXERCICES 6D.6

Déterminer Iw.dt

EXERCICES 6D.7

sin X.cos X

—— X
1+sin“x

Calculer

olN—N Y

EXERCICES 6D.8
Calculer I’aire d’un quart de disque de rayon R.

EXERCICES 6D.9 HORS PROGRAMME
> (tanx)'=

1
—=1+tan’x ; (arctanx)'=
C0S“ X 1+X

1

1+COSX
1

2+COSX
_ 1+sinx

1-cosx

2

a) Déterminer une primitive de la fonction f (x)=
b) Déterminer une primitive de la fonction f (x) =

c) Déterminer une primitive de la fonction f (x)
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EXERCICES 6D.1

Déterminer une primitive de la fonction J'sin4 x.0s> x.dx .

Cette méthode s’applique si une des deux puissances est impaire.
On pose :

u=sinx donc: du=cosx.dx car: — =CosX
X

Donc:

2

_[sin4 x><c033 X.dx =Isin4 X X COS“ X x COS X. dx

= Isin"’ x><(1—sin2 x)xcos X.dx
=J.u4 x(l—uz).du

:ju4—u6.du

u uf

5 7
_sin5x sin’
5 7
La M(ici

EXERCICES 6D.2
Déterminer les primitives de la fonction jsin5 x.dx .

J'sin5 X.dx = J.sin4 X xsin X.dx

= I(l— cos? x)2 xsin x.dx

du . . .
Onpose: u=cosx donc: d—:—smx d’ou: du=-sinx.dx
X

2 2
Donc : .[sin5x.dx:_|'(1—u2) x(—du):—_[(l—uz) .du
:—I1—2u2+u4.du
:—(u—gu3+1u5j+c , CeR
3 5

2 3 1 5

=—cosx+§cos x—gcos x+C , CeR
La MCrci
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EXERCICES 6D.3
Déterminer les primitives de la fonction .[0037 X.dx .

3
Icos7 X.dx = J‘cos6 X% COS X.dX = I(l—sin2 x) x COS X. dX

i du .
Onpose: u=sinx donc: d—:cosx d’ou: du=cosx.dx
X

Donc : Icos7 x.dx=j(l—u2)3.du :I(l—3u2 +3u4—u6).du =u—u3+gu5—%u7 +C ,CeR

3

=sin x—sin x+gsin5x—%sin7x+c , CeR
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EXERCICES 6D.4
Déterminer une primitive de la fonction f (x)=sin xxcos xx~/2+sin x

i du
Onpose: u=sinx donc: d—=cosx et du=cosx.dx
X

Ainsi : _[sinx><cosx><\/2+sinxdx:jum/2+udu

Onpose: t=+2+u donc: t?=2+u < u=t>-2 ,d’ou: du=2txdt

Ainsi:  [uxy2+udu=[(t?-2)xtx2txdt = [2t* -4t dt
2o de () -4 (V)
- () 5z
La MCrci

EXERCICES 6D.5
sin X
cos? X (1+cosx)

Déterminer une primitive de la fonction f (x)=

du . . .
Onpose: u=cosx donc: —=-sinx d’ou: du=-sinx.dx

dx
. sin X 1 1
Ainsi : X = du=—|————du
J.cosz X(1+cosx) J.u2(1+u) J.u2(1+u)
Or: 5 1 _a bu;rc i ,a,b,c,deR
u“(I+u) u u 1+u
1 au(l+u) (bu+c)(l+u)  du?
<~ u2(1+u)=u2(1+u)+ u2(1+u) +u2(1+u)
- 1 :au+au2+bu+bu2+c+cu+ du?
u?(1+u)  u®(1+u) u®(1+u) u®(1+u)
1 au+(a+b+d)u’+(a+b+c)u+c
u2(1+u)_ u2(1+u)
a+b+d=0 d=-a-b=1 o
& qa+b+c=0 < {a+b=-c=-1 1 a U;-l %
co1 co1 (I+u) u wu +U
En prenant b =0, on obtient: a=-1,d’ou:
1 1 1.1
u(1+u) u u? 1+u
Ainsi : I sinX dx:—J._—1+i2+idu
cos x1+cosx) u u® 1+u

:In|u|+l—ln|1+u|

=In|cos x|+i— In[1+cos x|
COS X

COS X |

=In
1+cos x| COS X

La Méici
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EXERCICES 6D.6

Déterminer IWdt

On pose U =Int donc: dU =%

Ainsi : I—COS(IM

dt = jcos )dU =sin(U)+C =sin(Int)+C ,CeR
La M¢ici

EXERCICES 6D.7

T
2 .
Calculer Ide
7 1+sin® X
6
Onpose: u=sinx donc: d—=cosx et du=cosx.dx
X
Vs .o 1
avec : Si Xx==:u=sin—==
6 6 2
six=2:u=sinZ=1
2 2
7 1
2 .-
minsic SN gy P Y gy 2T 2 du= 2 inpu?]]
7 1+sin® x 11+u 291+u 2
6 2 2
“Lino—m3-Lpd
2 2
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EXERCICES 6D.8
Calculer I’aire d’'un quart de disque de rayon R.

Le domaine étudié est constitué de points M(x;y) vérifiant :
0<x<R
0<y<R
x2+yzsR2
La derniére relation se traduit par :
y<+/ R2—x2.
L’aire cherchée est :

JRZ2—x2
RVR4=x R R

R
A:J I dydx = J'[y]ORZ_XZ dx:j R2 —x2dx
0 0 0 0

Onpose: x=Rsin@ ,d’ou: dx=Rcos6.dé.

Si x=0:6=0
Si x=R: 9——
2
T T
2 2
Ainsi : A:.[ R%Z _R?sin®@xRcosh.dl = j R\/coszechose.de
0 0
T 72'
2
=R? [ cos? 0.d6 = szwde
0
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2
:RZ{QJFESinZQ} — R? (£+lsinnj—(0+lsin0j
2" 4 0 4 4 4
=1ﬂ'R2
4
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EXERCICES 6D.9 HORS PROGRAMME
1

a) Déterminer une primitive de la fonction f (x)= 1
+COSX

On utilise les formules de trigonométrie suivantes :
2 2 2
C0S 2X  2COS X_1:2003 x_1: gcos _xz 1 2C0s x2 1 2 1
1 COS“ X+Sin“ X 2 ( sin XJ 1+tan” x
cos” x| 1+——
COS“ X
et sin2x=2sinxcosx=2 choszx:Ztanchoszx
COS X
lei: f(x)= avec: COSX = -1
1+cosx 1+tan2 2
2
2 142
On pose : t=tan2> donc: cosX=—-1= 22—1+t2=1 t2
2 1+t 1+t° 1+t° 1+t
cos? X
SinX:2tan§x0082§:2xtx < X:2><t>< 1X = 2t2
2 2 sin? = +cos? = an2 %41 1+t
2 2
Or: t:tang & izarctant & x=2arctant ,d’ou: dx=2><1 tzxdt HORS PROGRAMME
+
Ainsi : I ! dx:j ! > X 2 = ! 2 > dt
1+ cos x 1+1—t 1+t2 1+t2 1 t 1+t
1+t2 1+t2 1+t2
dt=t =tan>
1+t2 -[ 2
1+t
b) Déterminer une primitive de la fonction f (x)= ! .
2+COS X
D’apres ce qui précede :
1 1 2 1 2 1 2 2
dx = X dt = X t=|—-x——=dt= dt
I2+cos.x -[2+1—t2 1+t I2+2t2+1—t2 1+t j3+t2 1+t2 I3+t2
1+t2 1+t2 1+t2 1+t2
xf 1
:J'l # :_I B %Iizdt HORS PROGRAMME

)

R
j_arctan Nl \/_arctan[\/l_xtan )2(j

. : - : 1+sinx
c) Déterminer une primitive de la fonction f (x)= 1 :
—COS X
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x dt

o X X .
D’aprés ce qui précede, en posant : t:tanE = Ezarctant < X=2arctant,d’ou: dx=2><1 2
_+_

1-t2 .
COSX=—— et SInx=

1+12 1+t%°
L2 et 2t P2t , .
Ainsi : Lesinx _ " 34t% _14t® 24t? _ 14t® U 2041 1417 1742141
1-cosx , 1-t* 1+t® 1-t* 2% (14+¢)2 2 2t2

1+t2 1+t2_1+t2 1+t?
En intégrant :
J»l+sinde:J-t2+2t+l 2 dt =

X dt
1—cos X 2t 1+t

J-t2 +2t+1
t? <1+t2)

_ t2+2t+1 a bt+c dt+e
t (1+t ) t t2 1+t

t242t+1 at(l+t2)+(bt+x)(1+t2)+(dt+e)t2

, a,b,c,d,eeR

@ =
t2(1+t2) t2(1+t2)
t2+2t+1 at+at’+bt+btP+c+ct? +dt3+et? (a+b+d)t+(c+e)t’ +(a+b)t+c
IEN - -
t2(1+t2) t2(1+t2) t2(1+t2)
a+b+d=0 d=-a-b=-2
c+e=1 e=1-c=0 t>+2t+1 a bt+l -2t
-~ = S i
a+b=2 a+b=2 t2(1+t2)t > 1+t?
c=1 c=1

En prenant b =0, on obtient: a=2, d’ou:
42641 2 1 2
t2 (1+t2) t 2 1+t

- 2
Ainsi: [ g 12, 2 2 gt=2inf -2 -nfuet?]=In| |-
1-cosx t t© 1+t t 1+t t
Or: sinx = 5
1+t
Donc : J~1+sm X dx = 2In (tan 5j—i—ln(ljttanzﬁj
1—cosx 2)" o X 2
2
sin2 X
2
X 2 X
tan® = cos® =
Or: 2In(tan§J—ln(1+tan2§j=In —2x =1In ~ 2 - :In(sinzfj
2 1+tan? > cos? > sin? 2 2
2 2
cos? X cos? X
2 2
Ainsi : Il+smxdx =In(sin25)— 4
1-cosx 2 o 2
2

La Mcici



