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Exercices a prise d’initiative — Trigonométrie

Exercice 1 :

Un lapin désire traverser une route de 4 metres de largeur.

Un camion, occupant toute la route, arrive a sa rencontre a la vitesse de 60 km/h.

Le lapin décide au dernier moment de traverser, alors que le camion n'est plus qu'a 7 metres de lui.

Son démarrage est foudroyant et on suppose qu'il effectue la traversée en ligne droite a la vitesse de 30 km/h
I

L'avant du camion est représenté par le segment [CC'] sur le schéma ci-dessous. Le lapin part du point A en

direction de D. Cette direction est repérée par I'angle & =BAD avec 0< 0 < %
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camion 14 m

|
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® ®_. ®

G C 2 m B D

1) Déterminer les distances AD et C’D et les temps t, et t, mis par le lapin et le camion pour parcourir

respectivement AD et C’D.

7 4
2) Onpose: f(8)=—-+2tanf———.
2 cosd
Montrer que le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et seulement si f (6)>0 .

3) Conclure.
Exercice 2 :
Comparer pour tout 0<a <1, les fonctions f, et g, définies sur [0;] par :
fa(X)=sin(ax) et g, (x)=asinx.
Exercice 3 :
Le point M appartient au cercle de diameétre [AB] et de centre O. I est un point du segment JOA] .
Ou placer M pour que OMI soit maximal ?

Exercice 4 :
Résoudre dans R I'équation : cos*x +sin®x =1

Exercice 5 :
Combien vaut arctan (1) +arctan (2)+arctan(3) ?
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CORRIGE - Notre Dame de La Merci — Montpellier — M. Quet
Exercice 1 :

1) Le triangle ABD est rectangle donc AB = ADcosé soit AD = AB = _4 avec 0<6 <2,
cos@ cosd 2

De méme : BD=ABtand=4tand donc C'D=C'B+BD=7+4tanéd.
Formule de vitesse : v:% donc vxt=d et tzg. De plus, 1km/h:1000m/h:1000m/36003:3—16m/s
v

4 0,004
_AD _cosp_ 4 36 144 ooy AD_ cosg _ 0,004
vy 30 cos# 30 30cosd v 30  30cosd
3,6
C'D 7+4tang
- " = w®
3,6

oU t, =

Ainsi : t (en km/h)

t, =(7+4tan Q)Xﬁ: 25,2+14,4tan 0 (en m/s)
60 60

C'D 0,007 +0,004tan &
v, 60
2) Le lapin aura la vie sauve s’il arrive le premier en D soit si t; <t,
14,4 < 25,2 +14,4tan @ 14,4 - 25,2c0s0+14,4sin 6

t.l<t2 = &
30cosé@ 60 30 60
& 28,8<25,2c080+14,4sinfd < 0<25,2cosf+14,4sin@—28,8

(en km/h)

= O<Ecose+sin0—2 = O<Zcose+sin0—2
14,4 4

= %cos@+23in49—4>0 < f(0)>0

0,004 0,007+0,004tan @ - 0,004 0,007 cosé +0,004sin 6

< <
30cos @ 60 30 60
< 0,008 <0,007cos@+0,004sin0 < 8<7cos@+4sind

t1<t2 &

< 0<7c0s@+4sinfd-8 < 0<%cos€+25in49—4 < f(6)>0

f est dérivable en tant que composée de fonctions trigonométriques
, 1 4x(—(-sin@)) 2 4sin@ 2-4sind
f'(0)=2x—%—- 2 T2, 2, 2
cos” 4 cos“ 4 cos“d cos” @ cos“ @

Le dénominateur est strictement positif car 0 <8 < %
. . 1 . V4 . 51 . 57 &
2—-4sinf=0 < sin@== :soit 6 =—[2x] , soit & ==—[2z] mais —>=.
2 6 6 6 2

2-4sin@>0 < —-4sinfd>-2 & sin0<%

T

Donc f'(8)>0 si 66}0;%[ et f'(0)<O0 si Ge}g,z[.

f (O):Z+2tan0—izz—4:—
2 cosO0 2

2 4,272 8
NI VRN e

1

2

1
f(Zj:Lzmz_ 4 T2
6 2 COSz ﬁ
6 2
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_7 _Noxi6 _ Z_f [___2[ 0,003359

NG
lim £ (6)= lim M -
0% 9_>§2 cos 6

Donc on peut appliquer deux fois le corollaire du TVI pour prouver que la fonction f s’annule deux
fois, pour 8 =0,395rad et pour 8 = 0,644 rad, soit environ entre 22,6° et 36,9°.

0:1

<01

0.2

-0:3

=04

—0.67
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Exercice 2 :

Comparer pour tout 0 <a <1, les fonctions f, et g, definies sur [O;zz] par :
fa(X)=sin(ax) et g, (x)=asinx.

A T’aide de Geogebra, on réalise les observations suivantes :

1
05
f
g
0 a=1 m
-_— @
1
0.5
f
g
0 a=038 m
——
.
05
f
g
0 a=06 T
e
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0.5
;
g
0 a=05 T
o>
.
05
f
g
0 a=04 m
£ ]
.
05
fg
0 a=02 m
-
]
05
fg
0 a=0 m
I

On définit une fonction h, sur [0;7] par :
ha (X) = fa (X)—ga ()
h, est dérivable sur [0;7]:
h, '(x) =acos(ax)—acos(x) = al cos(ax)—cos(X) |
Or xe[0;7z] et 0O<a<1donc:
axxe [0;72']
O<ax<Xx<m
Et la fonction cosinus étant décroissante sur 1’intervalle [0; 7z] :

cos(ax) > cos(x)
< cos(ax)—cos(x)>0
Ainsi la dérivée h, ' est positive sur [0; ] et la fonction h, est croissante sur [0; 7] :
pour tout x €[0; 7] : hy(x)>h,(0) < hy(x)>0.
Ainsi pour tout x €[0; 7] et pour tout 0<a<1:
fa(X)>0a(X)
La M¢ci

Exercice 3 :
Le point M appartient au cercle de diamétre [AB] et de centre O. | est un point du segment ]OA[ :

Ou placer M pour que OMI soit maximal ?
En raison de la symétrie du probléme, on étudiera le demi-cercle de diamétre [AB].



La M(ici

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp

N

B O I A

Dans le repére orthonormé (OO—AO—A) les coordonnées du point M sont (cosx;sin x).

On note a I’abscisse du point I donc ses coordonnées sont (@;0) avec 0<a<1.

. - . — 0S X .
Ainsi, en utilisant les coordonnées du vecteur Ml et sachant que MO =1, on obtient :

—sin x

MO.MI = MOx M|><cosoz:\/(a—cosx)2 +(—sin x)2 X COS &

- \/(a—cos x)2 +sin? x xcosa

—/a? = 2acos X+ 052 X +5in% X xCOS &

—a2 —2acosx+1xcosa

On remarque que pour 0<a<1, (a—cosx)2 +sin®x>0 et \/(a—cos x)2 +sinx est bien défini.

X )
, on obtient :

D’autre part, avec MO|
—=SINn X

MO. MI = —cos x(&—c0s x)+(—sin x)(~sin x) = —acos x +cos? x+sin? x

=1-acosx
Par identification, on en déduit :

\/a2 —2acosX+1xcosa =1—acosx

1-acosx
< C0Sa =

Ja?—2acosx+1
On définit la fonction f sur I’intervalle [0;7] avec O<a<1 par:

1-acosx

(%)

Ja? —2acosx+1
La fonction f est dérivable en tant que quotient de fonctions trigonométrique de dénominateur non nul.
2asin x

asin xx+/a —2acosx+1—(1-acosx)x
£(x)= 2\Ja? —2acos x+1

- 2
(\/a2 —2acosx+1)

asin xxya® —2acosx+1x2ya? —2acosx+1 (1-acosx)x2asinx

2\Ja2 —2acos X +1 2\Ja —2acos X +1
a®—2acosx+1

2asin x><(a2 —2acos x+1) (1—acos x)>< 2asin x

2+/a? — 2acos x+1 24/a® —2acosx +1 La M¢ici
a?—2acosx+1
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2asin x><(a2 —2acos x+1)—(1—acos X)x 2asin x

Z(a2 —2acosx+1)\/a2 —2acosx+1

2asin x><[(a2 —2acos x+1)—(1—acos x)}

2(a2 —2acosx+1)\/a2 —2acosx+1

2asin x><(a2 —2acosX+1-1+acos x)

- 2(a2 —2acosx+1)\/a2 —2acosx+1

2asin x><(a2 —acos x)

2(a2 —2acosx+1)\/a2 —2acosx+1

a%sinxx(a—cosx)

(a2 —2acosx+1)\/a2 —2acosx+1

Pour tout réel x €[0; 7] :

sinx>0
Et nous avons déja justifié que

(a2—2acosx+1)>0.

Ainsi :
f'(x):O & a—Cosx=0 < —CoSX=-a <> COSX=a <> X=C0S -a.
f'(x)>0 < a-cosx>0 < —cosx>-a < cosx<a.

Or la fonction cosinus est décroissante sur [0;7:] donc :
Si xe [0;cos‘1 aJ : f'(x)<0 etlafonction f estdécroissante ;

Si XG[COS_la;TE] . f'(x)>0 etlafonction f est croissante.
Le minimum de la fonction f est atteint si cosx =a, c’est-a-dire si les points M et | ont la méme abscisse.
Or f (x) =cos¢ et la fonction cosinus est décroissante sur [O;;z]

donc la fonction f est minimale sur [0; ] pour un angle & maximal.

Pour que I’angle OMI soit maximal, il faut placer le point M comme I’un des points d’intersection du cercle
avec la perpendiculaire & [AB] passant par I.

La Mtci
Exercice 4 :

Résoudre dans R I'équation : cos®x+sin®x =1
Les fonctions cosinus et sinus sont 2z—périodiques.

Changement de variable t =tan (g] .

Avec les formules :

COSX =
1+t 1+t

I’équation devient :
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G:if{fﬂ jg =1 (1—t2)3+(2t)3 =(1+t2)3
= (1—t2)3—(1+t2)3+(2t)3=o

Or a3—b3:(a—b)(a2+ab+b2)

Donc:
[(1-22)- (14 ) (1) (1) 12 (1) s =0
o —2t? [1—2t2 +th+1-t? 414 2t2 +t4]+8t3 =0
e —2?(t*+3)+8° =0
& —2(t*-4t+3)=0
Solution évidente : t=1 donc :
2% (t-1)(t*+1* +1-3) =0
Solution évidente : t=1 donc :
—2t? (t-1)° (2 +2t+3) =0
Discriminant :

A=2?—4x1x3=-8
Le polyndme t?+2t+3 est strictement positif, donc les solutions sont

t=0 et t=1.
or t:tan(gj N §=tan‘l(t) & x=2tan"'(t)
Ainsi si t=0, alors x=2tan"'(0)=0[27]

si t=1, alors x:2tan‘1(1): 2xg:—[2n]

Les solutions sur R sont :

S ={0[2ﬂ];§[2n]}.
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Autre approche :

3m/2
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On q, pour tout réel r :

: . : o0 e
('()53 + 51113 r=1& ('()s3 + .\'1113 L= ('052 Tr+Ssm-xr

' o i 2 2.9 2/ o T
Ainsi cos® +sin® r = cos? r + sin? z & cos?(cosz — 1) + sin®z(sinz — 1) =0

Maintenant, I'addition de deux termes est nulle si et seulement tous les termes sont

nuls donc (par la régle de I'équation produit nulle) les solutions sont :

cos?z =0 r=m/2+ 2kT
cosr —1=0 r=0+2km

sinz =0 r=0+2km
sint —1=0 r=m/2+ 2km

Ici, ne sont gardées que les solutions qui donnent un cosinus positif ou sinus positif
AN i NG L ¢ anE o ad

(car si = m, on a cos(m)” +sin(7)” = (=1)"+ 0= -1 # 1 ¢t de méme on
obtient, si £ = —7/2 , cos(—/2)* + sin(—n/2)* = (0’ + (-1)* = -1 £ 11

Autre approche :

3 . 3 . 2 . .2 . 1.

cos® x+sin°x=1 < (cosx+smx)(cos X —C0S X X SiN X +Sin x)=1<:> (cos x+sin x) 1—Esm2x =1

Autre approche :

f(x)=cos3x+sin3x

> f'(x)=3cos® xx(—sin x) +3sin? xxcos x = 3¢0s Xsin x(Cos X —sin x)

Autre approche :
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1l s*agit d’une équation symétrique en sinx et cosx.
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b .
Remplagons donc x par v+ 1 et calculons successivement :

sin’ [y+gJ+coss(y+g)=1

[ X m, : ETJ{ T, n)3 )
SMVCOE—+ COSVEIN— COSVCDs——S5Invsin— =
YEOsTeosysIy JeosyTsmysiny

£ [sirlj,i+cc:;Sj,J:]3 +fcosy—siny)3 =1
2

sin’ y + 3sin” y cosy + 3sin y cos” y + cos” y + cos’ y— 3cos® ysiny + 3cosysin’ y—sin’ y = 242
2cos’ y+6sin’ ycosy = 22
200533’4—6(]—0052 y)cosy= 242
2cos y+6cosy—6cos’ y = 22
4c053y—6cosy+2af§=0
3 V2

oossy—Ecosy+—= 0

2

.. 2 . . .
Visiblement cosy = —— vérifie cette derniére équation.

i ) I."; ™\
Elle se factorise donc en : | cosy ——— ‘ cos” }'-I—\'—‘c:os v—1 ‘=0
2 2 )
2 f \E'\\ . —_
Ol encore en : cosy—? cosy ——— ][cosy+ \32}=0.
\ - : "

. 2 .
Elle est donc vérifiée pour cosy = > ou cosy = -2 @ rejeter).

Ainsi : wsy=% ;y=2kﬂ:i; : x=2kﬂ:i%+g :

x =2kt ou x=2krc+% aveckeZ

2ktr+T11/2

2k

@
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Exercice 5 :
Combien vaut arctan(1)-+arctan(2)+arctan(3) ?
On sait que :
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tan(a)—tan(b)
1+tan(a)xtan(b)

tan(a)+tan(b)

tan(a+b)= 1-tan(a)xtan(b)

et tan(a—b)=

Démonstration

tan (a+b) = sin(a+b) _ sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b) 5 cos(a)cos(b)
cos(a+b) cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b) cos(a)cos(b)
sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b)
=sin(a)cos(b)jtcos(a)sin(b)>< 1 _ cos(a)cos(b)
cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) cos(a)cos(b) cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b)
cos(a)cos(b) cos(a)cos(b)
sin(a) . sin(b)
_ cos(a) cos(b) _ tan(a)+tan(b)
L sin(a) 5 sin(b) 1-tan(a)xtan(b)
cos(a) cos(b)
Ainsi :
ey ) Al 0) sz
tan (m) - tan(arctan (3 )
tan(n arctan(3)) 1+tan(n )xtan(arctan( )) 1+0><3__
Donc :

tan (arctan (1) +arctan (2)) =tan (n —arctan ( 3))
< arctan(1)+arctan(2) =n—arctan(3)

< arctan(1)+arctan(2)+arctan(3)=n



