La M(ici

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Exercices sur les factorielles

Exercice 1A.1 :
On a représenté sur le diagramme ci-contre un ensemble E
et deux de ses sous-ensembles A et B (chaque élément de E
est représenté par une croix). X

1. Calculer card(A), card(B), card(AnB),
card(AuUB), card(E). x
2. Quelle égalité lie les quatre premiers nombres ? E x

Exercice 1A.2 :

Dans une classe de 25 éleves, 15 ¢leves s’intéressent a la musique, 8 €léves s’intéressent au jeu d’échecs et 3
¢léves s’intéressent a la fois a la musique et au jeu d’échecs.

Combien d’¢éléves ne s’intéressent ni a la musique ni au jeu d’échecs ?

. e ! n+3)! ]

Exercice 1A.3: Simplifier : a) 15 ;b) ( ) ; C) 17
13! (n+1)! 19+-18!

Exercice 1A4 : Calculer la somme : i+£+i+ 99

e t—.
2! 31 41 100!

(n+3)!—(n+2)!_(n+1)'

Exercice 1A.5 Démontrer que : —=3n+4
(n+1)! (n-1)!
Exercice 1A.6 : Résoudre 1’équation : 7!x6!= x!
Exercice 1A.7:  Résoudre I’équation : x> —x = (x+1)!
n
Exercice 1A.8: Calculer plus simplement la somme : A, = Z kxk!

k=1

Exercice 1A.9 :
Dans la fraction suivante, le numérateur est le produit des n premiers nombres impairs, et le dénominateur
est le produit des n premiers nombres pairs :
1x3x5x..x(2n-1 *
- CnL) new).
2><4><6><...><(2n)

Exprimer Q,, d’une maniére plus “compacte”, au moyen de factorielles.

Exercice 1A.10 :  Soient a,b des réels strictement positifs.
n

. - a (. -
Montrer que la suite de terme général :u,, = W converge et préciser sa limite.
n!

Exercice 1A.11:  Résoudre dans N* I’équation : X4+ yHz!=t!.

Exercice 1A.12 :

n n
o k-1 x x 1 1
Montrer, a ’aide de k!> 2" valable pour tout k e N", que pour tout ne N : Z—_ < Z—l <2.
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Exercice 1A.1 :
On a représenté sur le diagramme ci-contre un ensemble E 5
et deux de ses sous-ensembles A et B (chaque élément de E A
est représenté par une croix).

1. Calculer card(A), card(B), card(ANB),
card(AUB), card(E). X
2. Quelle égalité lie les quatre premiers nombres ? E X
1. card(A)=5, card(B)=5, card(AnB)=2 , card(AUB)=8, card(E)=11.

2. L'égalité liant les quatre premiers nombres est la suivante :
card(AuB)=card(A)+card(B)—card(ANB)

Exercice 1A.2 :
Dans une classe de 25 éleves, 15 éleves s’intéressent a la musique, 8 éleves s ’intéressent au jeu d’échecs et 3

éleves s’intéressent a la fois a la musique et au jeu d’échecs.
Combien d’éleves ne s’intéressent ni a la musique ni au jeu d’échecs ?

Grace a un diagramme, on peut visualiser I’énoncé en inscrivant a chaque fois le nombre d’éléves :
Ona: M E

card (MUE) =card (M)+card (E)—card (MNE)
~15+8-3 N7

=20.
Ainsi 25-20=5

=5 éléves ne s’intéressent ni a la musique, ni aux échecs.

Exercice 1A3:
@_15><14x_210
131 3]
(n+3)!_(n+3)x(n+2)x (n+1)! B
(n+1)! ] =(n+3)(n+2)
17! 17! 17! 17! 17! 1 1

191-18! 19x181-18! 181(19-1) 18x18 18x17!x18 18x18 324

Exercice 1A.4 : Calculer la somme : l+£+i+...+£.
21 31 41 100!
1 2 3 99 2-1 3-1 4-1 100-1
—t+—+—+...+ = + + +..+
21 31 4! 1001 2t 31 4 100!
.2 1. 8 1 4 1 10 1
21 21 31 31 41 41 77 100! 100!
21101 1.1 1 11
1 2t 21 31 31 41 77 99! 100!

Par télescopage, on obtient :
1 2 3 99 1
—+—+—+.—=1-—
21 31 41 100! 100!
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. , (n+3)=(n+2)! (n+1)!
Exercice 1A5: Déemontrer que : - =3n+4
(n+1)! (n-1)!

—~

(n+3)-(n+2)! (n+1)!_ (n+8)x(n+2)x(n+1)l-(n+2)x(n+1)! (n+1)xnx|(n-1)!
(n+1)! (n-1)! (n+1)! (n-1)!

[(n+3)-1](n+2)x|(n+1)!

= -n(n+1
(n+1)! (n+1)
=(n+2)(n+2)—(n+1)xn
=n?+4n+4-n®—n
=3n+4
Exercice 1A6: Résoudre I’équation : T'x6!=x!
TIx6!=7Ix6x5x4x3x2x1
=T7Ix4x2x6x5x3x1
=7Ix8xx3x2x5x3x1
=8Ix3x3x2x5x1
=8Ix9x10
=10!
Donc: x=10
La M¢ci
Exercice 1A.7 : Résoudre [’équation : x5 —x :(X+l)!
X3 —x=(x+1)!
o x(xz—l)z(x+1)!
< X(x+1)(x—-1)=xIx(x+1)
< x(x-1)=x!
< x(x=1)=xx(x-1)!
< X(x=1)=xx(x-1)x(x-2)!
< 1=(x-2)!
Deux possibilités :
Soit x—-2=0 < x=2
Soit x-2=1 < x=3
Ainsi : S={2;3}
La Mici
n
Exercice 1A.8 : Calculer plus simplement la somme : A, = kak!
k=1

Pourtout ke 1;n : kxk!=(k+1-1)xk!=(k+1)xk-1xk!=(k+1)+k!
n

Ainsi:  Ap=Y(k+1)l-kl=(20-11)+ (321 + ..+ ((n+1)l-nl) = (n+1)-1
k=1

(résolution classique par télescopage)

La M¢ici
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Exercice 1A.9 :
Dans la fraction suivante, le numérateur est le produit des n premiers nombres impairs, et le dénominateur
est le produit des n premiers nombres pairs :
Ix3x5x..x(2n-1 *
_ (2n-1) (N )

n-o 2><4><6><...><(2n) ’ (

Exprimer Q,, d’une maniere plus “compacte”, au moyen de factorielles.
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_1><3><5x...><(2n—1)x2><4><6><...><(2n)_ (2n)! 3 (2n)! B (2n)!
" 2><4x6><...><(2n) 2><4><6><_.,><(2n) (2><1><2><2><...><2><n)2 22n><(n!)2 4n><(n!)2
La Mcici

Exercice 1A.10 :  Soient a,b des réels strictement positifs.
n

Montrer que la suite de terme général :u,, = W converge et préciser sa limite.
n!

Calculons le quotient de deux termes consécutifs :

Uy _ (D))" & ()" a
U@ (1)) @ (n+1)

(ny’

. u , .
a et b étant des constantes, nI_l)rp —+L — 0, et on peut déterminer un rang N tel que :
00 un

Vn>N ;oo g
un
La suite u est donc strictement décroissante a partir d’un certain rang ; étant également minoree par 0, elle
converge. On note L sa limite telle que :

n|—|>rPooun - n|—|>rpoou”+1 =L.
L . ) a a
Ainsi la relation obtenue ci-dessus : U, , =———xuU, donne: L=——xL
(n+1) (n+1)
avec lim 5= 0.
n—)+00(n+1)
La relation L=0xL donne: L=0.

Exercice 1A.11:  Résoudre dans N* [’équation : X+ y4z!=t!.
Soit (x, y, z,t) un quadruplet solution.

Alors : tI>x! © t>Xx © t=2x+1 < t-1>x.
De méme : tl>yl o t>y < t>2y+l < t-1>y
tl>72 © t>7 © t2z2+1 < t-1>72
Ainsi : xHyhz1<3(t-1)!
La relation t1<3(t-1)!
& tx(t-1)I<3(t-1)!
< t<3

D’ou : (x,y,z)e{0;1;2}3.
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On essaie toutes les possibilités. Vue la symétrie des roles de X,y et zet puisque t > max{x; Y; z}, il suffit

de tester successivement :
si t=1: (0,0,0,1)

sit=2: (0,0,0,2),(0,0,1,2), (0,1,1,2), (1,1,1,2)
si t=3: (0,0,0,3) , (0,0,1,3) , (0,0,2,3) , (0,1,1,3) , (0,1,2,3) , (0,2,2,3) , (1,1,1,3) ,
(11,2,3), (1,2,2,3) , (2,2,2,3)

On ne trouve au final qu’une seule solution :

(x,y,z,t)=(2,2,2,3).



