2

La M

7]
—

C

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Applications techniques sur les factorielles

Exercice 4B.1 :
Etablir, pour tout ne N I’inégalité :

n!Ze‘”(n+1)n.

Exercice 4B.2 :
2n)!
Montrer que Q est un entier pour tout ne N et le calculer pour ne {1;2;3;4}.
n
Exercice 4B.3 :
* n n n (2!‘] +1)|
Montrer que pour tout neN", J](2k)=2"xn! et J](2k+1)= TR
k=1 k=1 xn:

Exercice 4B.4 :

|
Montrer que pour tout n>10, n!>910"° En déduire la limite de ;—n lorsque n tend vers +oo.

Exercice 4B.5 :
Montrer, a I’ alde

e k!

n
IR
k=1 k=1

Exercice 4B.6 :
L’égalité suivante est vraie :

28 (21" x(71)" x13!
17 (31 x5K171

Montrer, plus généralement, que tout rationnel strictement positif peut s’écrire comme un produit de
factorielles de nombres premiers ou comme le quotient de deux tels produits.

2 1 valable pour tout k eN’, que pour tout n eN :

Exercice 4B.7 :
Montrer que tout entier A €N peut s’écrire de fagon unique sous la forme :

n
A=Y a, xkl
k=1
avec les conditions :
e neN
o 0<a, <k pourtout keN
e a,%#0

Exercice 4B.8 :
Quels sont les entiers naturels N <100 pour lesquels le nombre de chiffres décimaux de n! est précisément
égal & n? Prouver qu’il n’existe aucun entier n>100 vérifiant cette condition.
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Exercice 4B.1 :

Etablir, pour tout neN [’inégalité : ni>e™"(n +1)n.
I Ix "
Montrer que n!>e™" (n +1)n équivaut a montrer que : anl o € —>1.
-Nn
e " (n+1) (n+1)
e . nixe"
On définit pour tout ne N la suite u, =———.
(n+1)
On observe que U, =1. Montrons que la suite (u,) est croissante pour tout neN :
nixe"
Up (n+1)" nixe" n"t e n"t e L o1
= = X = X =X =exX
Uy (n-1)xe™  (n+1)" (n-1)ke" (n+1)" (n+2)" (1+1jn
1
(n-1)+1)" n" n
-N
Soit : U =ex[1+lj :
Uyg n

Passons par les logarithmes :

e et

Or on sait que :
Vt>0 : In(1+t)<t

Donc : In(1+1Js1 = —n><|n[l+1J2—nxl = 1—nxln(l+£J21—1
n n n n n
Ainsi : In( Un JZO = Un >1
un—l un—l

La suite (uy,) est croissante pour tout ne N avec u, =1.
La M(ici
Exercice 4B.2 :

(2n)!

Montrer que — est un entier pour tout ne N et le calculer pour ne {l; 2;3;4} .
n

(2n).! _1><2><...><n><(n+1)><...><2n : n!><(n+l)><...><2n

" " v =(n+1)x..x2n.
(2221,

1! 1
(22 a1,

2! 2!
(2><3)! =g=120

3! 3!

|

(2x4)t_ 8 _eg0

a4

On remarque que :
2x6=12 , 12x10=120 , 120x14=1680
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I
S1680x18 = X' 103000,
5! 5!
PP . P * (2n)|
En définissant la suite (u,, ) définie pour tout ne N par : u == .ona:
Uy =Uy x2x 3=y x(2x1+1)
Ug =U, x2x5=u,x(2x2+1)
Uy =Uyx2x5=Uy x(2x3+1)
Et pourtout neN" :
Uy, =U,x(2n+1)
La M¢ici
Exercice 4B.3 :
0 n (2n+1)!
Montrer que pour tout neN", J](2k)=2"xn! et J](2k+1)="7—.
k=1 k=1 2" xn!
(2k)=(2x1)x(2x2)x...x(2xNn)=(2x2x..x2)x(1x2x...xn) =2" xn!
B B (2n+1)! ~(2n+1)!
(2k +1)—(2x1+1)><(2><2+1)><...><(2><n+1)— (2><1)><(2><2)><...><(2xn) = iani

La M(ici

Exercice 4B.4 :

|
Montrer que pour tout n>10, n!> 91x10"° .En déduire la limite de g—n lorsque n tend vers +oo.

n>10 < n!>10&x10" 0 « n1>9K10x10" 0 « ni>9k10™?

n! _ 9k10"? n!>9!><10”‘9 n!_ 9! 10"°
T e Ty et g e
. 91 (10
Soit : > —
9” 9° (9}
I n-9
Le nombre &est constant, E>1 donc lim E =400,
9° g n—+o| 9

. (1
Par produit : I|m g—gx oY =+00,
=99 (9
Et par croissances compareées :
|
lim 2 = o0,
n—-+w Q

La Méici

Exercice 4B.5 :

n n
Montrer, a 'aide de k1> 27 valable pour tout k e N, que pour tout neN' : Zi < Zi <2.

N1 n. 1

D : — —_
onc kZ:lkl kzzlz
1

n
Or > =
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On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison N :

n n
n 3] +(3) !
Z 1 1 1 N 1 1 2 _ 2 _ol1 (1)
£ 12k 1 21 1 22—1 2”—1 1_1 ;
n n
Or 1—[3) <1l & 2 1—(% <2.
2 2
1 &1
On obtient : — _
NP
La MCici

Exercice 4B.6 :
L’égalité suivante est vraie :
28 (21)* x(71)*x13!
17 (31 x5K171
Montrer, plus généralement, que tout rationnel strictement positif peut s’écrire comme un produit de
factorielles de nombres premiers ou comme le quotient de deux tels produits.
28 Tx2% Tx2%x16! TIx2%x16! 7h2%x13K14x15x16 7k2%x13k2x7x3x5x2*

17 17 17 171x 6! 171x6! N 171x6!
7'><27><13|><7><3><5 7'><27><l3'><7><3><5 727 %13 7!
176 x5! 17x 35! 1735 2x4x6

(7" %2513t (71)°x24x131_ (71)x(21) <131

1735k 4x6 17356 17!><(3!)2><5!
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Exercice 4B.7 :
Montrer que tout entier A € N peut s’écrire de fagon unique sous la forme :

n
A=Y a, xkl
k=1
avec les conditions :
e neN
« 0<a <k pourtout keN
e a,%=0

Exercice 4B.8 :
Quels sont les entiers naturels N <100 pour lesquels le nombre de chiffres décimaux de n! est précisément
égal a n? Prouver qu’il n’existe aucun entier n>100 Vérifiant cette condition.




