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Exercices sur les puissances — Olympiades de mathématiques

Exercice 1.1 : Résoudre : x* =38

Exercice 1.2 : Résoudre : 27* :é

Exercice 1.3 : Résoudre : 8* +2* =68
Exercice 1.4 : Résoudre : 4% =/32

Exercice 1.5: Olympiades de mathématiques

Résoudre : 36 —4Y =272

Exercice 1.6 : Olympiades de mathématiques
X X
Résoudre : 2% = 4%

Exercice 1.7 : Olympiades de mathématiques
y _106
Résoudre : | © =10
y =1+log x
Exercice 1.8 : Résoudre : 4 -8* =2
Exercice 1.9 : Olympiades de mathématiques

X _ 9X

Résoudre : % =2

Exercice 1.10 : Olympiades de mathématiques
Résoudre : x¥ —y* =17

Exercice 1.11 : Olympiades de mathématiques
Résoudre : 3" +2" =35, neZ

Exercice 1.12 : Olympiades de mathématiques
Résoudre: 4"-3"=7 ,neZ

Exercice 1.13 : Résoudre : 33X —32X =3X

Exercice 1.14 :
4
Résoudre : XX =4

Olympiades de mathématiques

Exercice 1.15 : Résoudre : 2% + 4% =8*

Exercice 1.16 : Résoudre : 2 x5X =10

X+y _
Exercice 1.17 :

A partir du systéme : {BX_V 4

Exercice 1.18 : Résoudre : xx256% =1

, déterminer : x? — y2 .
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Exercice 1.1 : Résoudre : x* =31

x* =38
= :(32)
o x*=9°
Si x>0, alors x=9

9

La Méici

Exercice 1.2 : Résoudre : 27* = E

X

La M¢ici
Exercice 1.3 : Résoudre : 8* +2* =68 “
On pose : y =2"
8" +2* =68

& (2) +2* =68
2% 4 2% =68
(2°) +2* =68
y2+y—68=0
Yy +y—64-4=0
y3—43+y—4:0
(y—4)(y2+4y+42)+(y—4):0
(y—4)(y2+4y+16+1)=0
(y—4)(y? +4y+17)=0
Soit y-4=0 < y=4
Soit: y?2+4y+17=0 D> A=4?_4x1x17=16—67=-51 : 1l n’y a pas de racine réelle.

On utilise la relation :
y=4 o 22=22 & x=2

g ¢ 000 ¢ O

0

La M(ici
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Exercice 1.4 : Résoudre : 4% =+/32
4 =32
= (ZZ)X :x/2TS
5
o 22X =22
& 2X = E
2
5
& X=—
4 2
La MCrci
Exercice 1.5 : Résoudre : 36X —4Y =272
36% —4Y =272

X y
AN (62) —(22) —272
o 62X 2% =272
2 2
< (6) —(2y) =272
Onpose: X=6" et Y=2Y. Ainsi:
X% —Y? =16x17 = 4% x17.
On doit résoudre séparément I’équation :
m? —n? =17
= (m+n)(m—n)=17 avec: m+n>m-n

{m+n=17 {m+n:17 {n:17—9:8
Donc: = Rt

m-n=1 2m=18 m=9
Et on vérifie ;
m?-n?=9%-8>=87-64=17
Ainsi :
X% _Y? =4°x17
N X2—Y2:42x(92—82)
o X2-Y2=42x92_4%x8?
e X2-Y? =(4x9)’ —(4x3)°
o X?-Y?=362-32°
On obtient :

X=36 et Y=32.

Or: X=6" et Y=2Y.Donc:
6°=36 < 6°=6° < x=2
2Y=32 & 2Y=2° & y=5

Ainsi :
36% —4° =272 )
La MCrci
X X
Exercice 1.6 Résoudre : 28" = 4%
2" =4

- 234X :(22 )32X
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o 2" 2

3 —2x 3%
3 23
3 3%
¥ =2
In (34X’2X ) =In2

(4X—2X)In3zln2
In2
In3

In2
(22) -2 = n3

e (29 ?_px_Inz_,
In3
On pose : y=2%. On obtient :
2 _In2_
et

0

0

g ¢ ¢ 0

4X 2% =

0

Discriminant :

A—(—1)2—4 1x ( InZJ 1+ 4In_2 - A >0 donc deux solutions :

L Ny VL
_\V  In3

_ V¥ _In3 <0 et y,=

Or: y=2",doncla solutlon négative y, ne peut étre retenue.

1+ /1 41n2
2X =

+
In3
2
o 214 /1+4'”—2
In3
x+1 In2
o |n(2 ) In| 1+ [1+4—=
In3
= (x+1)|n2 In| 1+ /1+4|n—2
In3
In| 1+ 1+4|n—2
\/ In3

& X=
In2
2 °
Exercice 1.7 : Olympiades de mathématiques
y _106
Résoudre : 1 =10
y =1+log x

xY =10°
y =1+log x
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ylog x =61log10
y =1+1log x

{ylogx:6
&

Or: logx=y-1, donc:
Pour y, =-2, logx=-2-1 < x=1073,
Pour y, =3, logx=3-1 < x=10°

Exercice 1.8 : Résoudre : 4 -8* =2
4 _8x=2
o (22) () =2
o (2)-(22) =2
On pose : y =2%. On obtient :
—y3+y2—2:0
—y3+y2 -1-1=0
—y3—13+y2—12:O
—(y+1)(y2—y+1)+(y+1)(y—1)=0
(y+1)(—y2+y—1+ y—1)=0
(y+1)(—y2+2y—2)=0
Soit: y+1=0 < y=-1
Soit: —y2+2y—2=0 > A=22 —4x(-1)x(—2)=4-8=—4 :iln’y a pas de solution réelle
Or: y=2% ainsi:
2% =—1 : non réalisable

II n’y a pas de solution réelle.
Les solutions imaginaires vérifient :

28 =-1 et 2*=1+i

0 ¢ ¢ 0

0



Exercice 1.9 :
g* — 2%

RéSOUdI’e . m = 2

Olympiades de mathématiques

X doit étre différent de 0 en raison du dénominateur non nul.

g% — 2%
o -
(22) -2
(2x3)* -3
(1) -2"
S T F L
a=2" et b=3*":
a-a _
axb-b
a(az—l)

b(a-1)

On pose :

~
< a(a+l)=2b
e 2¥(2"+1)=2x3"

Or: 2%(2*+1)e{2;6;20;72;..}
2x3"€{2;6;18;54;...}
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Etsi x>2, 2 (2X +1) sera au moins divisible par 4, mais 2x3* ne pourra I’étre.

On obtient une solution, 0 étant exclu :
x=1.

Exercice 1.10 : Olympiades de mathématiques
Résoudre : x¥ —y* =17

xY —y* =17
YV x)?
y X
Onpose : a=x2 et b=y2. On obtient :
a’—b? =17

< (a+b)(a—b)=17

{a+b=17 {a+b=17 {b=17—9=8
<

a-b=1 2a=18 a=9

Ainsi :
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2
y
y x2 | =92 4
X2 =9 Xy =81=3
< X < 2 < X 3
> X =64=4
y2 =8 y2 =82 y

Donc: x=3et y=4.

La Méci
Exercice 1.11 : Olympiades de mathématiques
Résoudre: 3"+2"=35,neZ
3"+2"=35
nEonyd
- [3] [zj 3
n n
Onpose: x=33 et y=23.0On obtient:
x3+y3:35
SN (x+y)<x2—xy+y2):35
n n
Or: x+y<x®—xy+y?,saufsi x=y=1 etpour x=23 or y=33 donc:
1% cas:
X+y=1 X 21 x2+2xy+y? =1
Soit: 4 , y 5 = ( +y) adR i y Z < 3xy=-34
X“—=Xy+y” =35 X2 —xy+y%=35 XT—Xy+y =35
= xy——%
3
28me cas
X+y=5 2:52 X2 +2xy+y2 =25
Soit : Zy ) = (X+y) <y, y z < 3xy =18
XS—Xy+y =7 X2—xy+y>=7 XS—xy+y =7
< xy=6
. X+y=5 y=9-X y=5-xX
Ainsi : = = »
xy =6 x(5-x)=6 X~ —5x+6=0
Discriminant : A=(—5)2 —4x1x6 =25-24 =1 donc deux solutions :
x1=57_1=2 d’ou: y;=5-%=5-2=3
et X2:57+1:3 dou: y,=5-X,=5-3=2
n n
Or: x=33 et y=23.donc:
n
33 =2 n’a pas de solution
n n a n
3¥=3 & 5:1 < n=3,avec y=23=2 & 5:1 < n=3

La solution est n=3.



Exercice 1.12 : Olympiades de mathématiques
Résoudre: 4" -3"=7 ,neZ
4" 3" =7

-9

n n
Onpose: x=42 et y=32.On obtient:
X2 -y =7
< (x+y)(x-y)=7
X+y=7 X+y=7 y=7-4=3
& & =
X—y=1 2x =8 X=4

n n
Or: x=42 et y=32.Donc:

2 n
X=42 =4 < 5:1 & n=2
n n
y=8=3 & Z-1 & n=2
La Méici
Exercice 1.13 : Résoudre : 33 —32X = 3%
33X_32X=3X

o (3 -(3) =3
On pose : y=3*. On obtient :
y-yi=y
o Yy -y*-y=0
= y(yz—y—l)zo
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2

Soit: y=0
Soit: y2-y-1=0 > Az(—l)2—4><1><(—1)=5 : donc deux solutions
y1:%<0 et y2:1+\/§>0.
2 2
Or: y=3*>0.
On ne retient que la deuxiéme solution :
3X:1+2\/g =N In(BX):In(lJrZ\/g] =N XXIn(S):In(lJ”/gJ
In(l+J§)—In2
& X=
In3 N
La M(rci

........

Exercice 1.14 : Olympiades de mathématiques

x4
Résoudre : x*° =4
On pose : u=x*. On obtient :
x*—u=0
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= (x +\/U)(x2—\/a):0
Soit : x=U = J__u4 soit : x_—\/7

En repartant du probleme initial X< —4 avec x =u4, on observe que :

-Nl—\

On obtient :

Par identification, on trouve :

Y1 o u=s
4

Donc: u=x* < x= % % _Ja=\2
En repartant du probleme initial X< =4 avec x ——u‘l" on obtient :
x=—/2
Les solutions sont :
= {242
La Mici
Exercice 1.15 : Résoudre : 2% +4* =8*

2% 4 4% =8
& X4 282X =2 x2¥ x 2%
= 2X+(2X)2=(2X)3
On pose : y=2%. On obtient :
y+y?=y°
o y-yi-y=0
= y(yz—y—l):O
Soit: y=0
Soit: y2—y-1=0 > A:(—1)2—4><1><(—1)=5 : donc deux solutions

1_\/§<0 1+\/§>0

Y1 > Yo 5

Or: y=2%. La premiére solution négative ne peut étre retenue. Ainsi :

2"=1+2\/g o M o145 o In(2x+1):ln(1+J§) PN (x+1)|n2:ln(1+J§)
In(l+J§) In(l+\/§) La M¢ici

In2 In2
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Exercice 1.16 : Résoudre : 2 x5X =10
2¥ «5X =10
2¥ «BX =25
2 5
2 5%
2x2—1 :51—x

0

0

2(x+1)(x— ) _ 51—x

(x+2)(x-1) _ 1
5X—1

(2 >)x1—1 _ (5 L jl

2X+l — l
5

PN 2x+1xlzlxl
2 5 2

= 2X=i
10

N In(zx):ln(ij
10
xIn2=-In10

_InlO
In2

U

2

0

0

0

Deuxiéme méthode :
2" x5¥ =10
& In(ZXZxSX):Inlo

& x2xIn2+xxIn5=1In10

& x2xIn2+xxIn5-In10=0
Discriminant :

A:(In5)2 —4xIn 2><(—In10):(ln5)2 +4xIn2xIn10 : donc deux solutions
A=(In5)° +4xIn2xIn(2x5) =(In5) +4x(In2)* +4xIn2xIn5 = (In5+2In 2)’
_—In5-(In5+2In2) -2In5-2In2 -In10

2xIn2 2xIn2 In2
ot _—In5+(In5+2In2) 2In2 _
2 2xIn2 ~2xIn2

Avec cette méthode, on trouve deux solutions :
In2

La M(ici

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp



La Mici

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
2X+y — 3

, déterminer : X% — y2 .
3V =4

Exercice 1.17 : A partir du systéme : {

2X+y — 3
3V =4

1 1
(2X+y)m — 3X+y
< 1 1
(37 =
1
2 — 3X+y
=
3= (22)ﬁ
1
2 — 3X+y
< 2
3=2%Y
1
2 =3
< 1 Ve
3: 3X+y
1
2 — 3X+y
< 2
3 = g(x+Y)(x=Y)
On obtient :
1
2 =35
1- 2
(x+y)(x-y)
1
PN 2 — 3X+y
x2—y? =2
La Mici
Deuxiéme méthode :
2X+y :3
V=4
In(2x+y) =In3
In (3"_3’) —In4

(x+y)In2=In3
{(x—y)ln3=ln4



Ly-ln3
" In2
&
_y_na
In3
Ly_In3
- In2
In3 In4
2X=—+—
In2 1In3
_In3 1 In3+ln4 _1(In3 In4
Y 12 2Un2 " m3) " 2ln2 3
o
1/In3 In4
X==| —+—
2(In2 In3
On obtient :

2 2 (1(In3 In4 > (1(In3 &Y
X —y'=l=| —+— || || ———
2\In2 In3 2\In2 In3
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1 (In:%j2 In3
== —=| +
41\ In2

In3 In4
= — X —
In2 In3
In(22)
" In2
~2In2
In2
=2 .
Exercice 1.18 : Résoudre : xx256* =1
La solution doit étre non nulle.
xx256% =1
N In(x><256x):ln1

< In x+|n(256x)=0

< Inx+xIn256=0
In_x+xln256_9

IEN
X X X
o X h2s6=0
X
1
< “xInx=-In256
X
1
< In| xX :Ini
256
1
= xX:i
256
1
& XX=i

In4 (In4 2
2x X + —
In2 In3 In3

In3 2 In3 Ind4 (In4d 2
+2x% X -
In2 In2 In3 (In3



------

Deuxieme méthode :
xx256% =1
1

& 256" ==
X

o (256X)>1< =(

j
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