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Exercices sur les puissances et les radicaux — Olympiades de mathématiques

Exercice 2.1
Résoudre I"équation : 8¢ = 2%’

Exercice 2.2
Factoriser au maximum 1’expression : x*+ 4yt

Exercice 2.3
Résoudre 1’équation : 5* +5*™ =750.

Exercice 2.4

) . 1 1
Résoudre I’équation : a®+ —+ b2+ —=4.
a b

Exercice 2.5

Résoudre 1’équation : \/;+\/X_2:\/X_3+\/X_4.

Exercice 2.6

Simplifier I’expression : 13—+/105 .

Exercice 2.7

Simplifier Pexpression : /99997 +19999 .

Exercice 2.8

10
+3

Simplifier I’expression : (1TJ

Exercice 2.9 Olympiades de mathématiques
Résoudre I’équation : a+b=+/21+ab , a,beZ.

Exercice 2.10
Résoudre I’équation : p,/p p\/ﬁ =2.

Exercice 2.11 Olympiades de mathématiques
a-b=11

Ja+ib=11

Résoudre le systeme : {

Exercice 2.12 Olympiades de mathématiques 2023

2019 \/20192
2020 20202

+2019% +1.

Simplifier I’expression :
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Exercice 2.1

Résoudre [’équation : g’ = 2¥’
8X3 _ 2X2

( 23)X3 =2

23X3 — 2X2

3x° = x?

3-x2=0

X2 x3X—x°x1=0
x?(3x~1)=0
Soit: x*=0 < x=0

SV O N

Soit: 3x-1=0 < 3x=1 < x=%

Vérifications :
g% —1=2%

1

3
8(%j =(23)313 _ 23X?13 —2% _o ;

2
et 2(%J = 2% :2%

el

La M¢ici

Exercice 2.2
Factoriser au maximum /’expression : x* +4y* .

2
x*+ay* = (Xz) + (2y)2 - il s’agit presque d’une identité remarquable

x"+4y4:x4+4x2y2+4y4—4x2y2
:(x2+2y2)2—(2xy)2
<x2+2y +2xy)(x2+2y2—2xy)
<x2+2xy+y +y )(x2—2xy+y2+y2)
(0 ) o))
La M¢ici

Exercice 2.3
Résoudre [’équation : 5 +541=750.
5% +5%1 =750
1x5% +5x5% =750
(1+5)x5* =750
6x5* =750
5% = 750 —— =125
6
5X — 53
Xx=3
Vérification:  5° +5°* =125+ 625= 750

0¢ 0 000

La M¢ici
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Exercice 2.4 Résoudre [’équation : a’+ —+ b2 + 2 =4,
a
2 2
On remarque que : (a—lj :az—ZJri2 et (b—lj :b2—2+i2.
a a b b

L’équation initiale devient :

a2—2+i2+2j+(b2—2+i2+2j:4
a b

2 2
= a—lj +2+(b—1j +2=4
a b

2 2
- a_lj +(b_1j _o
a b

2 2
Or (a—ij >0 et (b—lj >0
a b

1Y 1Y
Donc la relation (a——j +(b—6j =0 implique :

a
2 2 42 —
a_lzo a__1=0 a”-1 =0 wzo
a w J2a a o a o a
1 2 2 12 _
b—==0 b__lzo b” -1 -0 w:o
b b b b b

Ainsi les valeurs possibles de a sont 1 et —1, il en est de méme pour b.
Les seules solutions de 1I’équation a’ +i2+ b2 +bi2 =4 sont les couples (a; b) appartenant a I’ensemble :
a
$ = {(1:0), (1-1). (~1:2), (1)} )
La MCrci

Exercice 2.5 Résoudre [’équation - IX+Ux% =43 +4/x*
La variable x doit étre positive.

S =

& IX+x= XX+ %2

= «/;+x—x\/§—x2=0

o x=xdx+x-x2=0

o &(1—x)\/§+x(1—x):0
= (&+x)(1—x):0

Soit \/§+x =0 : laseule solution est x=0

Soit 1—x =0 soit: x=1. les solutions sont : S ={0;1}

Exercice 2.6 Simplifier I'expression : \13—+/105 .
2 2
26-221x5 [21-2J21x5+5 (V21) —2\/21><5+(\/§)
13-+4/105 = 5 = 5 =

2

V-] -5 v2_JE-\io
2 2 2 2
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Exercice 2.7

Simplifier ’expression : /99992 +19999 .

Calculons séparément le contenu de la racine carrée :
99992 +19999 = 99992 +10000 + 9999

= 9999(9999 +1) +10000
=9999x10000+10000
~10000(9999+1)
=10000?
Ainsi :
99992 +19999 =10000
Exercice 2.8
. \/glo
Simplifier | ’expression:( +2 ] :
On pose : x:ﬁ.Ainsi :
1+4/3
X =
2
= 2x:1+J§
= 2x—1:J§
2
= (2x—1)2=(J§)
& 4x% —4x+1=3
& 4x% =4x+2
9 4X+2 1
o Xo = =X+=
4
Ainsi :
5 2 2
5
xloz(xz) Sxad) o xad] o x L) x4t
2 2 2 2
2
Or: (x+1j :x2+x+1:x+1+x+l:2x+§
2 4 2 4 4
2
Dong : xlo:(2x+§j x(x+1)
4 2
2
Or: 2x+§j =4x2+3x+g=4 x+1 +3x+3:7x+ﬂ
4 16 2 16 16

Dong : xlo:(7x+4—1jx(x+1j
16 2

10 o 7 41 41 1) 56 41 41
& X=X+ =X+ —X+—=T| X+—= [+ —X+—X+—
2 16 32 2) 16 16 32

10 112 112 56 41 41 209 153
==—X + =——X+

S X =T XA T X X = X+ ——
16 32 16 16 32 16 32
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16| 2 32 32 32 32 32 16 32

10 _ 209 (1+ J3 ]+153 209 209f 153 _ 362+209\/3 _ 81 2093 2003

Exercice 2.9
Résoudre [’équation : a+b=+/21+ab , a,beZ.
11 Méthode a éviter !!! Erreur classique !!!
a+b=+21+ab —a-+b doit étre positif

(a+b)’ = (\/21+ ab)2

o
o a’+2ab+b®=21+ab
& a’+2ab+b®—ab=21
o al+ab+b?=
& 4a’ +4ab+4b% =84
< 4a% +4ab+b%+30° =84
< (2a+b)’ +3p? =81+3
2 2
& (2a+b)"—9%+(3b) —(v3) =0
= (2a+b+9)(2a+b—9)+(\/§b+\/§)(\/§b—\/§):O
= (2a+b+9)(2a+b—9)+3(b+1)(b—1):0
Si:b=1:
2a+b+9=0 © 2a=-9-b=-10 & a=-5 2a+b<0
2a+b-9=0 < 2a=9-b=8 < a=4
Si:b=-1:
2a+b+9=0 © 2a=-9-b=-8 < a=-4 2a+b<0
2a+b-9=0 < 2a=9-b=10 < a=5b
Ainsi :

(a.b) e{(4:1).(5:-1)}
Cette méthode est incompleéte, il mangue notamment les solutions : (5;—4) et (—4;5).

Voici la méthode classique :
Si a et b sont des entiers, alors x=a-+b et y=a—b sont des entiers.

Dans ce cas, a—% et b= 2y Ainsi :
a+b=+21+ab
- x+y+x—y:\/21 X+y X-y
2 2
X2 —y2
& X=,[21+ n - X doit étre positif.
X2 —y2

o X2 =21+

o 4x% =84+ x2—y2

0

3x% +y? =84
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X etant un entier positif, testons les valeurs de x dans la relation précédente :
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Six=5ety=-3:a=

Si x=0:
Si x=1":
Si x=2:
Si
Si

y? =84-3x0% =84 : ce n'est pas un carré parfait.

y2 =84-3x1% =81 : deux solutions : y=9ety=-9
y2 =84-3x2% =72 : ce nest pas un carré parfait.

y2 =84—3x32 =57 : ce n'est pas un carré parfait.

y? =84—3x4? =36 : deux solutions: y=6 et y=-6
y? =84-3x5% =9 : deux solutions ; y=3 et y=-3
y? =84—3x62 =—24 : pas de solution réelle.

000800 ¢

<
D
—
(o

XY Ainsi:
2

Six=lety=—9:a=22Y__get b=X;2y:5.

2
Six=4ety=6: a:XLZy:5 eth=2"Y__1.
Six=dety=—6:a=""Y__1et bz%:S.

Six=b5ety=3:a=—==4eth=

Les solutions entiéres sont :

(a,b)e{(5:~4).(-4:5),(5:-1),(-1:5),(4:1).(L:4)]

La MCci

Exercice 2.10

Résoudre [’équation :

g ¢ ¢ ¢ ¢

py Py PP =2.

0

p\/ﬁf =42

2 pylpy/p =16
(ol s
p®x p\/p =256

(p7\/6)2 — 2567

p** x p = 2562

0
© O
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2
o p® :<28)
o pls=olb
16
< p=2®
Exercice 2.11 Olympiades internationales de mathématiques
Résoudre | 3 a-b=11
ésoudre le systéme : :
y Ja+b=11
Classique : on pose : x= Ja et y= Jb . On obtient :
X2 — y2 =11
X+y=11
x+ y =11
Xx+y=11
=
{x+ y=11
X—y=1
=
X+y=11
2x=12
X+y=11
=
{y =11-6=5
Or: x=+a et y:\/B.Ainsi :
Ja=6 < a=36
Jb=5 < b=25
La solution est :
(a,b)=(36;25)
La M¢ici
Exercice 2.12 Olympiades de mathématiques
2
Simplifier I’expression : ;8;2 + \/28222 +2019% +1.
2 2 2 2 2
J2019 +2019% +1 = \/20192 § 20 X200 2029 150197 + 20197 x 20207 + 20207
2020 2020 2020 2020

On va d’abord simplifier :
20192 +2019% x 20202 + 20207 = 20192 + (2020 —1)° x 20202 + 2020

2
= 20192 + (20202 - 2020) +20202

= 20192 +2020% — 2x 2020° + 20207 + 20207
=2020% — 2% 2020° + 2x 2020% + 20192
—2020% —2x (20203 — 20202 ) +20192

= 2020 —2x 2020% x (2020 1) + 2019°
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=2020* —2x 2020% x 2019+ 2019°

2
- (20202 _ 2019)
L’expression initiale devient :
2 2
2019 , \/ 2019° o092 412209, 1 (20202 — 2019)

2020 \/2020? 2020 2020
_ 2019 20202 - 2019
2020 2020
20207
2020
=2020
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