La Mcici

M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
Exercices divers sur les Olympiades de mathématiques

Exercice 3.1: Résoudre : m® +m® =36

Exercice 3.2 :  Olympiades de mathématiques

Ja-+b=5
Ya+4b =5

Résoudre : {

N©

Exercice 3.3 :  Simplifier : (%} :

Exercice 3.4 :  Résoudre : X«/X = x+/x

Exercice 3.5: Olympiades de mathématiques
Résoudre : x+2xy+y=8

Exercice 3.6 :  Olympiades de mathématiques
Résoudre : x° :(x—6)6

Exercice 3.7 :  Olympiades de mathématiques

Résoudre : X _ 4X 24

X+1 x+3_x2+4x+3

Exercice 3.8 :  Olympiades de mathématiques
Résoudre : m*—72m-17=0

Exercice 3.8 bis:  Olympiades de mathématiques
Résoudre : m? +8J/m—-7=0

Exercice 3.9 :  Olympiades de mathématiques
m?—n? =45

Résoudre :
mn =30

Exercice 3.10 : Olympiades de mathématiques
Résoudre : x* +x° =108

Exercice 3.11 : Olympiades de mathématiques

X7-|—X5+X3
X6+X5+X4

Résoudre : =3
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Exercice 3.1: Résoudre : m® +mP® =36
Onpose : x= n1 0nommm:
x> +x2-36=0
o XB4x?-27-9=0
o -3 4x2-32=0
c>(x—Sxxz+3x+§ﬂ+(x—3ﬂx+3):0
= (x—3Xx2+3x+32+x+3):0
& (x=3)(x*+4x+12)=0

Soit; x-3=0 < x=3
Soit: X2 +4x+12=0 > A=4% _4x1x12=-32
Ainsi ;

S={(3

La Méici

Ja-+b=5
Ya+db=5
Onmme:x=ﬂ§ et y:ﬂB.Onommm:

Vx -y =5

X+y=5

x2—y? =5

Exercice 3.2 : Résoudre : {

X+y=5

(x+y)(x-y)=5
X+y=5
y

|
|
|
iy
|
|
|

5
y=2-1
< X=y 5
X+y=5
2X=6
SN
X+Yy=5
x=3
=
y=5-3=2
x=4%a et y=%b.0On obtient:
1
a4 =3 - {a:34:81
1 _nd _
o) b=2%=16
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: il n’y a pas de solution réelle.
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Exercice 3.3 :  Simplifier : (%) .

o) -

J? 81 V2 _81 \6_ 81 6

2716 2 16 2

3)* J? 81
x| —| =, ]=—x—
2 2716

|-°,.,.M( Fci

Exercice 3.4:  Résoudre : xv'X = X++/X
On pose y:\&.Ainsi :
yixy=yi+y
& yixy-y?-y=0
== y(yz—y—l):O

Soit: y=0
Soit: y2-y-1=0 > Az(—1)2—4><1><(—1)=1+4:5 donc deux solutions :
1-\5 1+5
= — t =
2= 8 T
Or: y=\/; = x=y2
Siy=0:x=0
Si y:1—2\/§<0 : il n’y a pas de solution
. 1+5 ) (1+\/§]2 1+24/56+5 6+2J5 3++6
Siy= >0: x= = = =
2 2 4 4 2
Solutions :
sz{m3+dg}
2
Exercice 3.5  trouver les solutions entiéres de [’équation : X+2xy+y =38
X+2Xy+y=28
< x(1+2y)+y=8
< 2x(1+2y)+2y=16
< 2x(1+2y)+2y+1=16+1
< (2x+1)(1+2y)=
Quatre possibilités :
(2x+1)=1 et (1+2y)=17 < (x,y)=(0;8)
(2x+1)=17 et (1+2y)=1 < (x,y)=(8;0)
(2x+1)=-1 et (1+2y)=-17 < (xy)=(-1-9)
(2x+1)=-17 et (1+2y)=-1 < (x,y)=(-9;-1)
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Exercice 3.6 :  Résoudre : x° :(x—6)6

xez(x 6)
x3)2 [x G)SJ
- [T e

X +( (x+ X — 6))[x2—x(x 6)+(x— 6)}

2X — [x — X% +6X+X —12x+36}

2

Or:

(2x—6)
(2x—6)(x* —6x+36)

Or: (x (x—6) )[x +X(x—6)+ (x—G)Z}
:6[ +x% —6X+x* ~12x+36 |
=6(3x” ~18x+36)

Ainsi : x° :(x—6)

& (2x—6)(x*—6x+36)x6(3x* ~18x+36) =0
Soit: 2x-6=0 < x=3
Soit: x2—6x+36=0 > A=(—6)2—4><l><36=36—144=—108 : il n’y a pas de solution réelle
Soit: 3x*>-18x+36=0 > A:(—18)2—4x3x36:324—432:—108 :iln’y a pas de solution réelle
Ainsi :

S={3}
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Exercice 3.7 :  Olympiades de mathématiques
5X ax 24

Résoudre : = >
X+1 X+3 Xx°+4x+3
On remarque que : x° +4x+3=(x+3)(x+1).
Les valeurs interdites sont —1 et —3.
Ainsi, pour tout x e R/{-3;-1} :
5X 4x 24
x+1:x+3_x2+4x+3
5x(x+3)  4x(x+1) 24
(x+1)(x+3)  (x+3)(x+1) x2+4x+3
< 5x(x+3)=4x(x+1)—24
< 5x? +15X—4x% —4x+24=0
o X2 +11x+24=0

f—

Discriminant :
A=11% —4x1x 24 =121—96 = 25 donc deux solutions :
-11-5 -11+5
= =-8et X, = =-3
% 2 2 2
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Exercice 3.8 :  Olympiades de mathématiques
Résoudre : m*—-72m-17=0
m* =72m+17
o mt+am®+b=72m+17+am’+b , (a,b)eR?

PEN m4+am2+b=a(m2+7—2m+l7+bj
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a a
Pour avoir une identité remarquable dans le membre de gauche, on doit avoir :
2xm? x \/5 = am?

Pour avoir une identité remarquable dans le membre de droite, on doit avoir :
17+b 72
=—m
a a
17+b _72
a 2a
17+b 362
= =7
a a
< a(l7+b) =36
2
Or: b:a—,donc:
4

2
a(17 4 a—j — 362
4

N a(68+a2):4x362

< a’+68a-5184=0
Apres bien des efforts :
< a®-16°+68a-1088=0

< (a-16)(a”+16a+16%)+68(a-16)=0

2xmx

& (a-16)(a”+16a+16°+68)=0
& (a-16)(a® +16a+424)=0
Soit: a-16=0 < a=16
Soit: a2 +16a+424=0 > A=16°—4x1x424=-1440<0 : pas de solution réelle

Si a=16, on en déduit :
a® 16

4 2°
L’équation initiale devient :

=64

m* 116m2 + 64 =16( m? + /2 m 4+ L7 +64
16 16

Rt (m2 +8)2 =16m? +72m+81

o (m2+8)2=(4m)2+2x4mx9+92



T — M. Quet — pas d’utilisation commerciale svp
NG 2
SN (m +8) =(4m+9)
2
o (m?+8) —(4m+9)° =0
& (m2+8+4m+9)(m2+8—4m—9)=0
& (m?+4m+17)(m?—4m-1)=0
Soit: m?+4m+17=0 > A=4?-4x1x17=16-68=-52<0 : pas de solution réelle
Soit: m>—4m-1=0 > A=(—4)2—4><1><(—1):16+4=20 donc 2 solutions

4_5/5 =25 et m,= 4+;/% =2++5
Les solutions sont :

S={2—J§;2+J§}
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Exercice 3.8 bis:  Olympiades de mathématiques
Résoudre : m® +8J/m—7=0
On pose : X =+/m . On obtient :

x*+8x—7=0
o xt=-8x+7
o x*+ax®+b=-8x+7+ax’+b , (a,b)eR?
o x*+ax®+b=ax?—8x+7+b
o xrad +b:a(x2 —§x+7—+bj
a a
Pour avoir une identité remarquable dans le membre de gauche, on doit avoir :
2% X2 x \/6 —ax®
a
= =—
2
2
o b=
4
Pour avoir une identité remarquable dans le membre de droite, on doit avoir :
2% XX 7—+b = § X
a a
7+b_8
a 2a
7+b 16
& — ==
a a
< T+b= 16
a
< a(7+b)=16

2
Or:b:a—,donc:
4

2
a[7+a—J:16
4
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a(28+a2):64

a®+28a-64=0

a’-2°+28(a-2)=0

(a-2)(a*+2a+4)+28(a-2)=0

0

(U )

& (a-2)(a®+2a+32)=0
Soit: a-2=0 < a=2

Soit: a®+2a+32=0 > A=22-4x1x32=4-128=-124 donc pas de solution réelle.
On en déduit :

2
b=2 1.
4

L’¢quation initiale devient :

x4+2x2+1:2(x2—§x+7—+1j
2 2

& (@+1) =2(x —ax+4)
& (x2+1)2:2(x—2)2
o (x2+1)2—(J§(x—2))2:o
& (¥ +1+42x-242)(X* +1-+2x+242) =0

Soit: x?++/2x+1-24/2=0 > A:(JE)Z_4x1x(1_2ﬁ)=2—4+8ﬁ=8ﬁ—2>o donc 2 solutions

Xl:—\/i—\/ V2-2 ot x " 2+8y2-2
2 2

2
2
Soit: X2 —\2x+1+242=0 > A:(—JE) —4><1x(1+2J§)=2—4—8J’=—8J§—2<o

—>il n’y a pas de solution réelle
Les solutions sont :

o ) V2-\BV2-2 21822
2 ’ 2
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Exercice 3.9 :  Olympiades de mathématiques
2 2
Résoudre: 4 N = 45
mn =30
2_p2_- 2(m?-n?)=90
{m =4 ( ) o 2m?—3mn-2n%=0
mn =30 3mn =90

< 2m?—4mn+mn-2n2 =0
< 2m(m-2n)+n(m-2n)=0
< (2m+n)(m-2n)=0

Soit : 2m+n < n=-2m

or: mn=30,donc: mn=-2m?=30 < m?=-15: pas de solution réelle
Soit : m-2n < m=2n
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or: mn=30,donc: mn=2n°=30 < n?=15

+30J_ 215

] 30 30
soit : n:J_r\/15 et m=—=
n +\/ 15
La Mici

Exercice 3.10 : Olympiades de mathématiques
Résoudre : x* + x> =108

x* +x3 =108

x*+x3-81-27=0

() ~(22) +x-3 =0
X2 +32 (x -3 )
(

X+3

( ) )(x2+3x+9):0
(x*+3?) )+(x=3)(x* +3x+9) =0
(x=3)|(

(
(

3 [ x2+ x+3 (x +3x+9)]:O
X—3 [x3+3x +9X+27+ X% +3x+9 | =0
3)(

g ¢ ¢ ¢ 0 00

X=3) x°+4x +12x+36) 0
Soit: x—3=0 < x=3

Soit: X3 +4x% +12x+36=0 < x=-3,51
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Exercice 3.11 : Olympiades de mathématiques

7 .5 .3

X"+ X2+ X
Résoudre : ———=3

x® +x° +x*

x7+x5+x3 _3

X%+ x° +x*

xs(x4+x2 +1)

& =3
xg(x3+x2+x)
x*+x2+1

& F—7 =3
X7+ X%+ X
xz(x2+1 12)

& )1( =3
xz(x+1+)

X
X +1+i2
X

& 1 =3

X+1+—
X

2
Or: (x+1j :x2+2+i2 . Ainsi :
X X

2
(x+1j -1
AR VAR

x+1+1
X
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& X+—-1=3

= x+1—4:0
X
o X2 —4x+1=0
Discriminant :

A =(—4)2 —4x1x1%? =16—4 =12 donc deux solutions :

4_\/1_2:2—\/5 et x —4+£/1_2:2+\/§

2 2

Ainsi :

S={2—J§;2+J§}
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