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Moyennes de variables aléatoires
Exercice 3A.1
On lance 20 fois de suite un dé équilibré a huit faces numérotées de 1 & 8. X est la variable aléatoire qui donne
le résultat d’un lancer et S, celle qui donne la somme des numéros obtenus pour les 20 lancers.

a) Etablir la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance, la variance et 1’écart-type de X.
¢) En déduire ’espérance, la variance et I’écart-type de la somme S, .

Exercice 3A.2
Un producteur conditionne 40 mandarines par caisse. Les masses des mandarines, en gramme, sont réparties
selon le tableau ci-dessous :

Masse 58 59 60 61 62

Fréquence 0,15 0,20 0,25 0,21 0,19

X est la variable aléatoire qui donne la masse d’une mandarine prise au hasard dans le stock.
La quantité produite est assez grande pour considérer qu’une caisse de 40 est un échantillon de taille 40 de la
loi de probabilité de X.

a) Calculer I’espérance, la variance et 1’écart-type de X.

b) En déduire I’espérance, la variance et I’écart-type de la moyenne M.

Exercice 3A.3
Dans une région, on a recensé la fréquence du nombre de personnes par foyers. Voici les résultats :

Nombre 1 2 3 4 >5

Fréquence 0,36 0,22 0,24 0,12 0,06
X est la variable aléatoire qui donne le nombre de personnes dans un foyer pris au hasard.
On veut interroger 100 foyers de cette région, que I’on considére comme un échantillon de taille 100 de la loi
de probabilité de X.

a) Calculer I’espérance, la variance et 1’écart-type de X.

b) En déduire I’espérance, la variance et I’écart-type de la moyenne M., pour un tel échantillon.

Exercice 3A.4
Dire que deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme univers sont indépendantes signifie que, pour
toute valeur a prise par X et toute valeur b prise par Y, on a:

p({X =a}n{Y =b})=p(X =a)xp(Y =b).
1. Le tableau croisé ci-dessous donne les probabilités des événements de la forme {X =a}n{Y =b}
pour deux variables aléatoires X et Y.

Y
X 0 2 4
1 1 1
1 ot = =
8 12 24
1 1 1
3 = ol =
4 6 12
1 1 1
5 — — J—
8 12 24

a) A I’aide du tableau croisé, établir les lois de probabilité de X et de Y.
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b) Calculer le produit p(X =1)x p(Y =0) et comparer le résultat avec la probabilité de I’éveénement

{X =1n{Y =0}.
c) De méme, comparer p({X =a}N{Y :b}) et p(X =a)xp(Y =b) pour tous couples (a;b)
possibles.
d) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
2. Dans chacun des cas ci-dessous, le tableau croisé donne les probabilités des événements de la forme
{X =a}n{Y =b} pour deux variables aléatoires X et Y.

Déterminer les cas ou les variables aléatoires sont indépendantes.

a) b)
Y Y
X 10 20 X 0 4
0 1 1 1 1 1
4 2 4 12
1 1 1 1
— — 1 — —
> 8 8 0 2 6
c) d)
Y Y
X 1 2 3 X 0 1 2
5 1 1 1 0 1 1 1
20 10 10 16 16 24
10 3 3 3 1 1 1 1
10 20 10 16 16 24
1 1 1
2 —_ —_ —
e) 6 4 4
Y
X 0 2
0 3 1 1
10 20 20
1 9 3 3
20 40 40
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Exercice 3A.1
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On lance 20 fois de suite un dé équilibré a huit faces numérotées de 1 a 8. X est la variable aléatoire qui
donne le résultat d’un lancer et S, celle qui donne la somme des numéros obtenus pour les 20 lancers.

a) Etablir la loi de probabilité de X.

Le dé étant equilibre, toutes les faces sont equiprobables. On obtient la loi de probabilité de X :

X 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1

IR

8 8 8 8 8 8 8 8

b) Calculer I'espérance, la variance et [’écart-type de X.
E(X):Exl+£x2+lx3+1x4+1x5+lx6+1x7+lx8:§:4,5
8 8 8 8 8 8 8 8 8

V(X)=1><12+1><22+1><32+%><42+%x52+%x62+%x72+%x82—4,52=%—%1=5,25

o(X) =V (X)=525=2,29
¢) En déduire I’espérance, la variance et I’écart-type de la somme S, .
E(Sy)=20xE(X)=20x4,5=90
V(S,)=20xV (X)=20x5,25=105
7(S0) =V (Sy) =105 =10,25
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Exercice 3A.2
Un producteur conditionne 40 mandarines par caisse. Les masses des mandarines, en gramme, sont réparties

selon le tableau ci-dessous :

Masse

58

59

60

61

62

Fréquence

0,15

0,20

0,25

0,21

0,19

X est la variable aléatoire qui donne la masse d’'une mandarine prise au hasard dans le stock.
La quantité produite est assez grande pour considérer qu 'une caisse de 40 est un échantillon de taille 40 de

la loi de probabilité de X.
a) Calculer I’espérance, la variance et I’écart-type de X.

E(X)=58x0,15+59x0,20+60x0, 25+61x0,21+62x0,19 = 60,09
V (X) =582 x0,15+59? x 0,20 +60% x0, 25+ 61% x 0, 21+ 62° x 0,19 —60,09% =1, 7619
o(X)=V (X)=417619 =1,33

b) En déduire I’espérance, la variance et I’écart-type de la moyenne M.
E(Myq)=E(X)=60,09

V(M ):V (X)_17619 0,0440475
0 a0 40
X)
a(M40)=GJ(E)= 1%19=0,21
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Exercice 3A.3
Dans une région, on a recenseé la fréquence du nombre de personnes par foyers. Voici les résultats :
Nombre 1 2 3 4 >5

Fréquence 0,36 0,22 0,24 0,12 0,06

X est la variable aléatoire qui donne le nombre de personnes dans un foyer pris au hasard.
On veut interroger 100 foyers de cette région, que l’on considere comme un échantillon de taille 100 de la loi

de probabilité de X
a) Calculer I'espérance, la variance et I’écart-type de X.
On simplifie les calculs en négligeant les familles ayant plus de 5 enfants qui représentent une tres

faible proportion de cette population.
E(X)=1x0,36+2x0,22+3x0,24+4x0,12+5%0,06 =2,3

V (X)=1*x0,36+2° x0,22+3% 0,24+ 4% x 0,12 + 5% x0,06 - 2,3* =1,53
;N (X)=4y153=1,24
b) En déduire I’espérance, la variance et I’écart-type de la moyenne M,,, pour un tel échantillon.
E(Mmo): E(X)=23
. V(X) 153
100 100

o(X 1/153
a(M100)=\/£TO) o = 0124
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=0,0153

Exercice 3A.4
Dire que deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme univers sont indépendantes signifie que, pour
toute valeur a prise par X et toute valeur b prise par Y, on a :
p({X =a}n{Y =b})=p(X =a)xp(Y =b).
1. Le tableau croisé ci-dessous donne les probabilités des événements de la forme {X :a}m{Y =b}

pour deux variables aléatoires X et Y.
Y

4

1
24
1
12
1
24

a) A [l'aide du tableau croisé, établir les [0is de probabilité de X et de Y.
Les événements {Y = 0} , {Y = 2} et {Y = 4} forment une partition de I’univers des Y.

Jnix =1j)+ p(fy =40 {X =1j)
1

X

1

5

ORI O
Qlrlol~Klr] ~

D’apres la loi des probabilités totales :
p(X =1)=p({Y =0} n{X =1})+ p({Y =
2 1

1.1 1 3 _6_
T812 24 24 24 24 24 4
p(X =3)=p({Y =0} n{X =3})+ p({Y =2} n{X =3})+ p({Y =4} n{X =3})
1 3 2 1 6 ;

1
=44+ —=—+—+ — =
6

1
4 12 12 12 12 12 2
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p(X =5)=p({Y =0}~ {X =5})+ p({Y =2 n{X =5})+ p({Y =4} n{X =5})
1 1 1 3 2 1 6 1
=—+t—F—=—==
8 12 24 24 24 24 24 4
La loi de probabilité de X est :

X 1 3 5
1 1 1

X il fnd il
P(X) 4 2 4

Les événements {X =1}, {X =3} et {X =5} forment une partition de I'univers des Y.

D’apres la loi des probabilités totales :

p(Y =0)=p({X =1~ {Y =0})+ p({X =3} {Y =0})+ p({X =5} {Y =0})
1 11 1 21 4 1
=—F+—F—=—+—F—=—==
8 4 8 8 8 8 8 2
p(Y =2)= p({x =1} Y 2})+p{X 3IN{Y = 2})+p({x 51N {Y:2})
_1, 111,21 4.1
12612 1212 12 12 3
p(Y =4)=p({X =L} n{Y =4})+ p({X =3} {Y =4} )+ p({X =5} n{Y = 4])
11 1 1 2 1 4 1
=—Ft—F—=—+—+—
2412 24 24 24 24 24 6
La loi de probabilité de Y est :
Y 0 2 4
1 1 1
Y - - -
p(Y) 2 3 6

b) Calculer le produit p(X =1)xp(Y =0) et comparer le résultat avec la probabilit¢ de
[’évenement {X =1} m{Y = 0}.

D’apres I’énoncé :

P({X =LY =0})=F et p(X=1)xp(Y=0)=7x ==

Ainsi:  p({X =1} n{Y =0})=p(X =1)x p(Y =0)
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c) De méme, comparer p({X =aj{¥ =b}) et p(X =a)xp(Y =b) pour tous couples (a;b)

possibles.

P({X=3n{Y=0))=1 et p(X=3)xp(Y=0)=7x ==
Ainsi:  p({X =3} {Y =0})=p(X =3)x p(Y =0)

p({X:5}m{Y:0}):% et p(X=5)xp(Y=0)= %%:%
Ainsi:  p({X =5}n{Y =0})=p(X =5)xp(Y =0)

p({le}m{Y:Z}):% et p(X=1)xp(Y=2) =$
Ainsi:  p({X =1}n{Y =2})=p(X =1)xp(Y =2)

p({X=3}m{Y=2})=% et p(X=3)xp(Y=2)= %%:%
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Ainsi :

Ainsi :

Ainsi :

Ainsi :

Ainsi ;
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p({X =3y~ {Y =2})=p(X =3)xp(Y =2)

P(IX =8} {Y =2})=> et p(X=5)xp(Y =2)=7x-==
X =5} {Y =2}) = p(X =5)x p(Y =2

ng =1}}ﬂ{{Y=4}}))=2%( et )p(i(=l)x)p(Y=4)=—><—:2—14
X =1} A{Y =4}) = p(X =1)x p(Y =4

ng—?’}}“{{\(—“}}))—:—lz( et )p(p:—s)zp(v_@_%x%_%
X =3} ~{Y =4}) = p(X =3)x p(Y =4

nggﬁi\(g;;j et )p(i(5)><)p(Y4)%x%2_14

p({X =1}~ {Y =4})=p(X =1)x p(Y =4)

d) Lesvariables X et Y sont-elles indépendantes ?
Pour toute valeur a prise par X et toute valeur b prise par Y, ona:

p({X =a}n{Y =b})=p(X =a)xp(Y =b)

Donc les deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme univers sont indépendantes.
2. Dans chacun des cas ci-dessous, le tableau croisé donne les probabilités des éveénements de la forme

{X =a}n{Y =b} pour deux variables aléatoires X et Y.

Déterminer les cas ou les variables aléatoires sont indépendantes.

a) b)
Y Y
X 10 20 X 0 4
o | L |1 N
4 2 4 12
s | L |1 o | L]t
8 8 2 6
c) d)
Y Y
X 1 2 3 N 0 1 2
s | L[ L[ 1 o | L[ L[
20 10 10 16 16 24
10 3 3 3 1 1 1 1
10 20 10 16 16 24
1 1 1
2 —_ —_ —_
e) 6 4 4
Y
N 0 1 2
3 1 1
0 N - R
10 20 20
1 S | 3| 3
20 40 40




