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Inégalités de concentration

Exercice 1A.1:

Le nombre de piéces fabriquées dans une usine en une journée suit une variable aléatoire d’espérance 50 et de

variance 25.

Donner deux majorations de la probabilité que la production dépasse sur une journée 75 piéces.

Exercice 1A.2 :
On lance 800 fois une piéce de monnaie non truguée.
Donner une minoration de la probabilité que le nombre de « Pile » obtenus soit compris entre 381 et 4109.

Exercice 1A.3 : AV
La roue équilibrée ci-contre est partagée en cinq secteurs identiques numérotés de 1
1a5.
On fait tourner la roue 100 fois de suite, X est la variable aléatoire qui donne le
nombre de fois ou le 1 est sorti.

a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer I’espérance et la variance de X.

c¢) Justifier que pour tout réel 5>0 :

p(|X—20|25)£;—2.

d) En déduire que la probabilité de I’événement « X prend une valeur en dehors de 1’intervalle [11; 29]

est inférieure ou égale a 0,16.

Exercice 1A4 :
Soit X une variable aléatoire d’espérance u et d’écart-type o .

1) Justifier que pour tout entier naturel k>1 :

1

2) a) Déterminer une valeur de k pour laquelle :
p(|X - u|=ke)<0,1.
b) Interpréter la valeur de k obtenue.

Exercice 1A5:
On tire des boules avec remise dans une urne contenant 60 % de boules blanches.
1) Quelle est la loi de la v.a. X donnant le nombre de boules blanches obtenues aprés 20 tirages ?
2) a) En utilisant ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une minoration de la probabilité de tirer
moins de 16 boules blanches, mais plus de 8.

b) Calculer p(8< X <16), 2107 pres, en utilisant la loi de X et discuter de la minoration obtenue
dans la question précédente.
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Exercice 1A.1 :

Le nombre de pieces fabriquées dans une usine en une journée suit une variable aléatoire d’espérance 50 et
de variance 25.

Donner deux majorations de la probabilité que la production dépasse sur une journée 75 pieces.

Soit X la v.a. égale au nombre de piéces fabriquées un jour donné.
On cherche a majorer : p(X >75).

D’aprés I’inégalité de Markov, avec a=75,0na:
E(X) 50 2
X275)<—— & X>275)<— & X>75)<—.
P(X 275)=<— P(X275)<—- < p(X=275)<-
Pour utiliser I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on doit centrer la v.a. X en lui retirant son espérance :
p(X =75)=p(X —-50>75-50)= p(X —50>25)
Or p(X —50>25)< p(|X —50| > 25)
Donc d’aprés I’inégalité de Bienaymé- Tchebychev, en posant t =25 :

_ v(X)
p(|X —50/>25) < 257

25
< p(|X _50|225)SE

< p(X=75)< L , Ce qui est une seconde majoration.
25

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev fournit une majoration bien plus précise que 1’inégalité de Markov.
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Exercice 1A.2 :

On lance 800 fois une piéce de monnaie non truquée.

Donner une minoration de la probabilité que le nombre de « Pile » obtenus soit compris entre 381 et 419.
Soit X la v.a. égale au nombre de Pile obtenus lors des 800 lancers de la piece.

On cherche & minorer la probabilité p(381< X <419).

Pour utiliser I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, il faut déterminer I’espérance et la variance de X.
Les lancers étant identiques et independants, menant a deux issues, X suit une loi binomiale de parametres

n =800 et p=%.Ainsi X

E(X)=800x2=400 et V(X)=800x=x|1-~|=200.
2 2" 2

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit pour tout reel t >0 :

V(X V(X
p(|X—E(X)|2t)£E—2) & —p(X-E(X)[=t)=- EZ )
= 1—p(|X—E(X)|2t)21—VE2X)
: V(X) — o e
soit : p(‘X—E(X)‘<t)Zl— 2 afin d’avoir une majoration de la probabilité.

On remarque que :
p(381< X <419) = p(381-400< X —E(X)<419-400)=p(-19< X —E(X)<19)

= p(|X ~E(X)|<19) = p(|X ~E(X)|<20)



Ainsi d’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev:

200
X -400/<20)>1-—
p(| < ) 202
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1
< p(|X —4oo|<20)21—E

1
< p(|X —4oo|<2o)zE

On a au moins une chance sur deux d’obtenir entre 381 et 419 Pile lors des 800 lancers de la picce.
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Exercice 1A.3:
La roue équilibrée ci-contre est partagée en cing secteurs identiques numérotés de
1ab.
On fait tourner la roue 100 fois de suite, X est la variable aléatoire qui donne le
nombre de fois ou le 1 est sorti.
a) Donner la loi de probabilité de X.
b) Déterminer I’espérance et la variance de X.
c) Justifier que pour tout réel 5>0 :

1
p(|X—20|2§)S5—2.

d) En déduire que la probabilité de |’évenement « X prend une valeur en dehors de I'intervalle [11; 29]

est inférieure ou égale a 0,16.
a) Les lancers de roue sont tous identiques et indépendants, menant a deux issues selon que 1I’on obtient
le 1 ou pas. La variable aléatoire X qui compte le nombre de 1 sortis suit une loi binomiale de

parametres n=100 et p = % .

b) E(x)=100x1=20 et V(X)leOxlx(l—lj=20x£:16.
5 5 5 5
c) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit pour tout réel 6 >0 :
V(X
p(|X —E(x)\za)s%

Soit:  p(|X —20|25)g;—2.

d) On cherche & majorer la probabilité p(X <11ou X >29).
On remarque que :
p(X <1lou X >29)=p(X —20<11-20 ou X —20>29-20)

=p(X-20<—90u X -20>9)
= p(|X —20/>9)

= p(|X —E(X)[>9)

= p(|X -E(X)|210)

e) D’aprés I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en choisissant 6 =10 :

16
p(|X—2o|210)sE

< p(|X-20/210)<0,16
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Exercice 1A4 :
Soit X une variable aléatoire d’espérance p et d’écart-type o .
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1

1) Justifier que pour tout entier naturel k >1 : p(|X —u|2ko)< 7

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit pour tout reel >0 :
V
p(|x —y|25)s?
En posant &6 =ko, on obtient :

p(|X —,u|2 kO')S

v
(ko)

= p(|X—,u|Zk0')S 7. o2

1
= p(|X—,u|ch7)£k—2

2) a) Déterminer une valeur de k pour laquelle p(|X —x|>ko)<0,1.

ki2=o,1 & 1=01xk? < Oi1=k2 o k¥=10 & k=410
b) Interpréter la valeur de k obtenue.

On obtient :
p(|X —,u|2\/]5><6)30,1

Au maximum, 10 % des valeurs de X sont distantes de I’espérance x avec un écart égal a V10 xo

Au moins 90 % des valeurs X sont dans I’intervalle [y—Jl_Oxa;y+\/1_0xa] :

Exercice 1A5:
On tire des boules avec remise dans une urne contenant 60 % de boules blanches.
1) Quelle est la loi de la v.a. X donnant le nombre de boules blanches obtenues aprés 20 tirages ?
Chaque tirage s’effectue de maniére identique et indépendante, menant a deux issues « blanche ou non
blanche ». La v.a. X suit une loi binomiale de paramétres n=20 et p=0,6.

2) a) En utilisant I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une minoration de la probabilité de tirer
moins de 16 boules blanches, mais plus de 8.
L’espérance de X est :

E(X)=np=20x0,6=12.
La variance de X est :
V(X)=np(1-p)=20x0,6x0,4=4,8.
Ainsi, d’apres ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
V(X
p(|X —E(X)|24)£%

< p(|X _12|24)Sﬁ

4
& 1-p(|X —12|z4)21—%§3

< p(|Xx-12/<4)=0,7
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b) Calculer p(8< X <16) , & 1072 preés, en utilisant la loi de X et discuter de la minoration obtenue

dans la question précedente.

D’aprés la loi binomiale B(ZO;O, 6) suivie par X, on obtient :
p(8<X<16)=p(9<X<15)=p(X<15)-p(X<8)=0,893

Le résultat obtenue est bien supérieur a 0,7.
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