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Exercice 7C.1 Le paradoxe d'Achille et de la tortue fut imaginé par Zénon d'Elée (5 siécles avant J.-C.)
Achille qui court tres vite, dispute une course avec une tortue a laquelle il a laissé une certaine distance
d'avance.

Au départ Achille se trouve a la position A et la tortue a la position A, .

Achille court et arrive en A,. Pendant qu'il courait, la tortue a avance et elle se trouve alors a la position A, .
Achille court et arrive en A, . Pendant qu'il courait, la tortue a avancé et elle se trouve alors a la position A;.

Etc ...
La course peut se poursuivre selon une infinité d'étapes et Achille ne rattrape jamais la tortue.
Pourtant si Achille court plus vite que la tortue, on sait bien qu'il va la rattraper !
C'est ce type de proposition qui semble contraire a la logique, au "bon sens", que I'on appelle paradoxe.
Supposons qu'Achille parcourt 4 métres en une seconde (soit environ 15 km/h), que la tortue avance de 0,5 m
en une seconde et qu'elle ait, au départ, une avance de 560 metres.

1) Quelle est la distance dO = ApA et quel est le temps t, qu'il faut a Achille pour parcourir cette distance

?
2) Pendant qu'Achille parcourait la distance d , de quelle longueur a avance la tortue ?

3) Quel est le temps t; qu'il faut a Achille pour parcourir la distance d1 =AA?
4) Onnote dpy ladistance A3A 4 et t,y le temps qu’il faut a Achille pour parcourir la distance dy, .
Justifier que pour tout entier n, dy, =8x dn+1 etque tp =8xt .
5) En déduire que les suites (dn) et (tn) sont géométriques et donner leur raison.
6) Donner I'expression de d, en fonction de n et de t, en fonction de n.
7) Calculer Dy =dy+d; +d, +...+dp et Tp=ty+t +t, +...+1ty.
8) Donner lim Dy et lim T,.
N—>+00 N—>+00

9) Comment peut-on expliquer le paradoxe ?
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Achille qui court trés vite, dispute une course avec une tortue a laquelle il a laissé une certaine distance
d'avance.

Au départ Achille se trouve a la position A, et la tortue a la position A, .
Achille court et arrive en A . Pendant qu'il courait, la tortue a avance et elle se trouve alors a la position A,

Achille court et arrive en A, . Pendant qu'il courait, la tortue a avance et elle se trouve alors a la position A,

Etc ...
La course peut se poursuivre selon une infinité d'étapes et Achille ne rattrape jamais la tortue.
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Pourtant si Achille court plus vite que la tortue, on sait bien qu'il va la rattraper !
C'est ce type de proposition qui semble contraire & la logique, au "bon sens", que I'on appelle paradoxe.
Supposons qu'Achille parcourt 4 metres en une seconde (soit environ 15 km/h), que la tortue avance de 0,5 m
en une seconde et qu'elle ait, au départ, une avance de 560 métres.

1) Quelle est la distance d0 =ApA et quel est le temps ty qu'il faut a Achille pour parcourir cette

distance ?
Au départ, Achille est en A, latortue en A avec une avance de 560 metres.

Donc dO = AOAL =560 métres.

i d
Vitesse = M donc t0 = V—O - %O =130secondes.

Temps Ach

2) Pendant qu'Achille parcourait la distance d0 , de quelle longueur a avance la tortue ?

Pendant ces 130 secondes, la tortue a avancé de : dl =VT xto =0,5x130=65m
3) Quel est le temps t; qu'il faut a Achille pour parcourir la distance d1 =AA ?

d T1Ci
=1 _ 5 =16, 25 secondes. LGM( —
k! \Y 4

Ach
4) Onnote dp, ladistance AnA 1 et ty le temps qu ‘il faut a Achille pour parcourir la distance dy .

Justifier que pour tout entier n, d,, =8x dn+1 et que t, :8xtn+1.

do=V,. xth et d_ .=V, xt, donc t _ s
n=Yach ™™ n+l = VYT <N nTNL

T
d \Y 4
P _ n+l _ “Ach _ _
Ainsi:  dp =V ach ¥ va = v an+1_ﬁ><dn+l_8><dn+l
t = dn+1 :VAch ><tn+1 _ 4><tn+1 — 8xt 1
N+
V.r VT 0,5
5) En déduire que les suites (dp, ) et (t,) sont géométriques et donner leur raison.
1 1
nyg = gd“ ety = gtn
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Ces deux suites sont géométriques de raison 3

6) Donner I'expression de d,, en fonction de n et de t,, en fonction de n.

1 n 1 n
_ n_ _ n_
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7) Calculer Dy =dy+d; +d,+...+dp et Ty=ty+t +t, +...+t,.

n+1 n+1 n+1
IS F RS )
Dp =dg+d; +d, +...+dp =560x ——— =560 x ——7— =560 x ——=—
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8 8 8 8

n+1 n+1
Dn :560x§>< 1—(£j =640 x 1_(£j
7 8 8

n+1 n+1 n+1
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8 8 8 8
n+1l n+1 2 e
Tn :130x§x 1_(1j :1O4Ox 1_(lj I--arvajé-r——rc-
7 8 7 8
8) Donner lim D, et lim T,.
N—-+co N—+00
n
1e]—l;l[ donc lim (1) =0
8 n—+ool| 8
1040

lim D, =640 metres et lim T, =———=148,57 secondes.
N—>+00 N—+o0 7

9) Comment peut-on expliquer le paradoxe ?
Achille dans la présentation de Zénon d’Elée ne peut rattraper la tortue en raison du découpage a
I’infini du temps nécessaire pour arriver a hauteur exacte de la tortue.
L’approche avec les suites (ci-dessus) montre que la limite temporelle existe, que 1’on peut
mathématiquement identifier un instant précis ou Achille se trouve a hauteur exacte de la tortue.
Ce qui signifie que juste apres, Achille dépasse la tortue et le paradoxe est leve.
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